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前言

GRPO（Group Relative Policy Optimization）最早由 DeepSeekMath提出，用于在大
语言模型的强化学习阶段替代传统 PPO中昂贵的 value/critic估计，同时保留 PPO风格
的稳定更新机制 [1]。后来 DeepSeek‑R1/R1‑Zero 继续采用 GRPO 作为核心推理强化学
习框架 [4]。如果只看一句口号，GRPO常被概括为：

在同一个 prompt下采样多条回答，用组内相对奖励构造优势（advantage），
再用 PPO风格的 clipping与参考模型 KL约束来更新策略。

但这句话虽然抓住了直觉，却不足以支撑真正的理解。要把 GRPO学明白，至少要回
答下面几类问题：

1. 为什么 LLM的 RL阶段会自然走到 PPO这条路线？

2. PPO里的 critic/value model到底在做什么？

3. 为什么可以（至少在工程上）不用 critic，而改用同题多样本的组内比较？

4. 原始 DeepSeekMath的 GRPO目标函数究竟长什么样？

5. 为什么很多后续实现、教程、代码里的写法又和原论文不完全一样？

本教材按照“数学预备→ RL/PPO背景→ GRPO原式→推导→手算→局限与变
体”的顺序展开。
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第1章 数学预备：读 GRPO 前必须会的
工具

1.1 符号总表

符号 含义

q 一个问题、prompt、或训练样本输入。
o 一个完整输出（completion），也可理解为一条回答轨迹。
ot 输出序列在第 t个位置的 token。
o<t 第 t个 token之前的前缀。
πθ 参数为 θ的当前策略模型（当前语言模型）。
πθold 采样当前训练 batch时所使用的旧策略。
πref 冻结的参考策略，常是初始 SFT模型或上一个冻结检查点。
R(q, o) 对完整输出 o的奖励。
ri 第 i条采样回答的原始奖励，通常记为 ri = R(q, oi)。
Âi,t 第 i条输出在第 t个 token处的 advantage。
G 同一个 prompt下采样的输出个数（group size）。
|oi| 第 i条输出的 token长度。
ϵ PPO/GRPO中 clipping的上下界超参数。
β KL正则项的系数。
µ 原始 GRPO伪代码中，同一轮生成后对同一批样本进行的优化迭代

次数。
E[·] 期望。
Var[·] 方差。
Std[·] 标准差。
DKL(p∥q) Kullback–Leibler散度。

1.2 随机变量、期望、方差与标准化
GRPO的核心计算中最常出现的三个量是：均值、方差、标准差。
设一组数为 x1, x2, . . . , xn，则：
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GRPO教材 第一章 数学预备：读 GRPO前必须会的工具

µ =
1

n

n∑
i=1

xi (1.1)

称为均值。

Var(x) = 1

n

n∑
i=1

(xi − µ)2 (1.2)

称为方差。

Std(x) =
√
Var(x) (1.3)

称为标准差。
如果我们把每个值减去均值再除以标准差，就得到标准化后的值：

zi =
xi − µ

Std(x) (1.4)

这个操作有两个直接效果：

(a) 让整体中心移到 0（因为标准化后的均值为 0）；

(b) 让尺度变得可比（标准差归一到 1）。

GRPO中正是把同一个 prompt下多条回答的奖励做了类似标准化。

手算例题

设四条回答的奖励分别为
0.2, 0.8, 0.5, −0.1.

先算均值：

µ =
0.2 + 0.8 + 0.5− 0.1

4
=

1.4

4
= 0.35.

再算离均差：

0.2−0.35 = −0.15, 0.8−0.35 = 0.45, 0.5−0.35 = 0.15, −0.1−0.35 = −0.45.

平方后得到：
0.0225, 0.2025, 0.0225, 0.2025.

于是方差：

Var = 0.0225 + 0.2025 + 0.0225 + 0.2025

4
=

0.45

4
= 0.1125.

标准差：
Std =

√
0.1125 ≈ 0.3354.
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标准化结果：
0.2− 0.35

0.3354
≈ −0.4472,

0.8− 0.35

0.3354
≈ 1.3416,

0.5− 0.35

0.3354
≈ 0.4472,

−0.1− 0.35

0.3354
≈ −1.3416.

这组标准化数就是典型的 GRPO风格“组内相对优势”。

1.3 条件概率与语言模型的序列分解
语言模型不是一次性“拍脑袋”生成整句答案，而是一个 token一个 token地生成。

因此一个完整输出 o = (o1, o2, . . . , oT )的概率不是一个原子量，而是一个条件概率连乘：

πθ(o|q) =
T∏
t=1

πθ(ot | q, o<t). (1.5)

这是理解 PPO/GRPO在 LLM中如何落地的第一步。
上式的意思是：

1. 先在 prompt q条件下生成第一个 token o1；

2. 再在 (q, o1)条件下生成 o2；

3. 再在 (q, o1, o2)条件下生成 o3；

4. 如此递推，直到输出结束。
对数形式更常用，因为乘法会转成求和：

log πθ(o|q) =
T∑
t=1

log πθ(ot | q, o<t). (1.6)

这非常重要，因为 policy gradient最终会作用到每一个 token的对数概率上。

手算例题

若某条回答只有 3个 token，并且

πθ(o1|q) = 0.4, πθ(o2|q, o1) = 0.5, πθ(o3|q, o1, o2) = 0.2,

那么整条序列的概率是

πθ(o|q) = 0.4× 0.5× 0.2 = 0.04.

其对数概率为
log πθ(o|q) = log 0.4 + log 0.5 + log 0.2.

所以，只要我们让这条回答的总 logprob上升，本质上就是在提高它在模型中的整
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体生成概率。

1.4 梯度与 log‑derivative trick
强化学习里一个极其关键的小技巧是：

∇θπθ(x) = πθ(x)∇θ log πθ(x). (1.7)
证明非常短：

log πθ(x) =⇒ ∇θ log πθ(x) = ∇θπθ(x)

πθ(x)
.

两边同乘 πθ(x)即得式 (1.7)。
为什么这个式子如此重要？因为强化学习的目标通常长成∑

x

πθ(x)f(x)

或
Ex∼πθ [f(x)],

对它求梯度时，最难处理的地方就在概率分布本身依赖参数 θ。有了 (1.7)，很多求导都能
改写成“奖励 ×对数概率梯度”的形式。

1.5 KL散度
KL散度衡量两个分布的差异。对离散分布 p, q而言：

DKL(p∥q) =
∑
x

p(x) log p(x)
q(x)

. (1.8)

它不是严格对称的，因此一般

DKL(p∥q) ̸= DKL(q∥p).

在 PPO/GRPO里，KL的角色通常是“别偏得太远”。也就是说，新的策略模型可以变
好，但不应该一口气偏离参考模型太多，否则容易出现奖励投机（reward hacking）、语
言退化或不稳定训练。

DeepSeekMath中采用了如下单点近似/估计形式 [1]：

DKL[πθ∥πref] ≈ πref(oi,t|q, oi,<t)
πθ(oi,t|q, oi,<t)

− log πref(oi,t|q, oi,<t)
πθ(oi,t|q, oi,<t)

− 1. (1.9)
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严格说法

令

x =
πref(oi,t|q, oi,<t)
πθ(oi,t|q, oi,<t)

,

定义
g(x) = x− logx− 1, x > 0.

则
g′(x) = 1− 1

x
, g′′(x) =

1

x2
> 0.

因此 g是凸函数，并且在 g′(x) = 0即 x = 1时达到最小值。又因为

g(1) = 1− log 1− 1 = 0,

故对所有 x > 0，都有
x− logx− 1 ≥ 0.

这解释了为什么式 (1.9)产生的是一个非负惩罚量。

1.6 重要性采样与概率比值
PPO与 GRPO中最醒目的符号之一就是概率比值：

rt(θ) =
πθ(at|st)
πθold(at|st)

. (1.10)

它来自重要性采样（importance sampling）。
假设我们原本想计算

Ex∼p[f(x)] =
∑
x

p(x)f(x),

但实际上手上的样本来自另一个分布 q。只要 q(x) > 0的地方 p(x)也定义良好，就可以写
成

Ex∼p[f(x)] =
∑
x

q(x)
p(x)

q(x)
f(x) = Ex∼q

[
p(x)

q(x)
f(x)

]
. (1.11)

PPO/GRPO正是用旧策略 πθold 采样，再用比值

πθ
πθold

把目标换算回当前策略对应的方向。
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容易混淆的点

在 LLM场景里，完整序列的概率比值其实是所有 token条件概率比值的连乘：

πθ(o|q)
πθold(o|q)

=

|o|∏
t=1

πθ(ot|q, o<t)
πθold(ot|q, o<t)

.

但直接在整条序列级别做这个比值，方差通常很大，因此原始 PPO/GRPO都更偏向
在 token级别使用 ratio。

1.7 一个最小可用心智模型
学完本章，你至少应该熟悉下面 5个数学部件：

1. 语言模型输出概率的自回归分解；

2. 对数概率是逐 token求和；

3. log‑derivative trick；

4. 组内标准化；

5. 概率比值与 KL正则。

这 5个部件拼起来，几乎就是整个 GRPO的骨架。
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第2章 从 RLHF到 PPO：GRPO的背景

2.1 把语言模型看成策略
在强化学习语言里，策略（policy）就是“给定状态时，行动的概率分布”。在 LLM场

景中，最自然的映射是：

状态 st 当前 prompt与已有前缀，即 (q, o<t)

动作 at 下一个 token ot

策略 πθ(at|st) 模型在当前位置输出某 token的概率
轨迹 τ 一整条输出 o = (o1, . . . , oT )

奖励 R(q, o) 对完整回答的评分

于是，一个最基本的训练目标就是提升期望奖励：

J(θ) = Eq∼P (Q), o∼πθ(·|q)[R(q, o)]. (2.1)

2.2 REINFORCE：最原始的策略梯度
为了理解 PPO和 GRPO，最好先从最朴素的策略梯度开始。固定一个问题 q，定义

Jq(θ) =
∑
o

πθ(o|q)R(q, o). (2.2)

对 θ求梯度：

∇θJq(θ) = ∇θ

∑
o

πθ(o|q)R(q, o) (2.3)

=
∑
o

R(q, o)∇θπθ(o|q) (2.4)

=
∑
o

R(q, o)πθ(o|q)∇θ log πθ(o|q) (2.5)

= Eo∼πθ(·|q)
[
R(q, o)∇θ log πθ(o|q)

]
. (2.6)

再对问题分布 P (Q)取期望，就得到：

∇θJ(θ) = Eq∼P (Q), o∼πθ(·|q)
[
R(q, o)∇θ log πθ(o|q)

]
. (2.7)
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利用式 (1.6)，还可以继续拆成 token级别：

∇θ log πθ(o|q) =
|o|∑
t=1

∇θ log πθ(ot|q, o<t). (2.8)

代回去：

∇θJ(θ) = E

R(q, o)

|o|∑
t=1

∇θ log πθ(ot|q, o<t)
 . (2.9)

这说明：如果一条完整回答拿到了高奖励，那么它的每个 token的对数概率都会被整
体推高；如果奖励低，则整体被压低。

2.3 为什么要引入 baseline
式 (2.7)虽然正确，但方差通常很大。直觉上，如果奖励本身波动很剧烈，那么梯度估

计就很吵。最常见的降方差方法是减去一个 baseline：

∇θJ(θ) = E
[(
R(q, o)− b(q)

)
∇θ log πθ(o|q)

]
. (2.10)

其中 b(q) 只依赖问题 q，不依赖当前采样出的具体输出 o。为什么这种减法不改变期
望？因为：

Eo∼πθ(·|q)
[
b(q)∇θ log πθ(o|q)

]
= b(q)

∑
o

πθ(o|q)∇θ log πθ(o|q) (2.11)

= b(q)
∑
o

∇θπθ(o|q) (2.12)

= b(q)∇θ

∑
o

πθ(o|q) (2.13)

= b(q)∇θ1 = 0. (2.14)

所以，

E
[(
R− b(q)

)
∇θ log πθ

]
= E [R∇θ log πθ] . (2.15)

这就是 baseline的基本理论来源。

容易混淆的点

这里要特别注意：标准 baseline定理要求 baseline对当前采样动作是“条件独立”
的，即只依赖状态、不依赖动作。而 GRPO里常说的“用组均值作 baseline”更多
是一个直观说法。严格地讲，原始 GRPO是直接在同题多样本组上定义的相对目标
函数，而不是简单把 PPO的 V (s)机械替换成组均值后仍自动享受同样的无偏结论。
后文会专门解释这一点。
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2.4 advantage、value与 critic
在 actor–critic方法中，常把

A(st, at) = Q(st, at)− V (st) (2.16)
称为 advantage。它表示“当前动作比这个状态下的平均水平好多少”。
其中：

‧ Q(st, at)：在状态 st执行动作 at后，未来回报的期望；

‧ V (st)：只看状态 st的平均回报；

‧ A(st, at)：动作相对状态平均水平的超额价值。

PPO在一般强化学习中通常借助 value model（critic）来估计 V (st)，并通过 GAE
等方法构造 Ât[2]。在 LLM的 RLHF场景里，这意味着训练时经常至少会同时维护：
策略模型（policy）+参考模型（reference）+奖励模型（reward model）+价值模型

（value/critic）。
问题在于：对于长链式思维（longCoT）的大模型，这个 value/critic代价很高。DeepSeek‑

Math提出 GRPO的直接动机之一就是：能否去掉 critic，仍然得到有效的相对更新信号？
[1]

2.5 PPO：为什么 RLHF常用它
PPO的核心思想是：允许多步更新，但不让策略一次改动太猛 [2]。它的经典 surrogate

objective可以写为：

JPPO(θ) = E
[
min

(
rt(θ)Ât, clip(rt(θ), 1− ϵ, 1 + ϵ)Ât

)]
, (2.17)

其中

rt(θ) =
πθ(at|st)
πθold(at|st)

. (2.18)

2.5.1 为什么要 clip
如果没有 clip，目标就像

rt(θ)Ât.

当 Ât > 0时，我们希望 rt(θ)变大，也就是提高这类动作的概率；当 Ât < 0时，希望 rt(θ)

变小。
问题在于，纯粹最大化 rt(θ)Ât可能导致策略突然跳得非常远。于是 PPO把它改成“原

值”和“裁剪值”二者中的较小者（对最大化问题而言）：

min
(
rt(θ)Ât, clip(rt(θ), 1− ϵ, 1 + ϵ)Ât

)
.
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2.5.2 正 advantage时的分段理解
当 Ât > 0时：

‧ 如果 rt(θ) ≤ 1 + ϵ，目标基本沿着 rt(θ)Ât增长；

‧ 如果 rt(θ) > 1 + ϵ，则被截成 (1 + ϵ)Ât，继续增大比值不再带来额外收益。

也就是说：好动作可以被鼓励，但不能被鼓励得过头。

2.5.3 负 advantage时的分段理解
当 Ât < 0时，情况反过来：

‧ 我们希望 rt(θ)变小，从而压低坏动作的概率；

‧ 但如果压得过猛，clip会阻止其进一步“极端化”。

因此，PPO的本质并不是“无条件追求奖励最大”，而是“在旧策略附近做一个受控的
改进”。

2.6 PPO在 LLM‑RLHF中为什么会显得重
在 InstructGPT这类 RLHF工作流里，PPO被用于语言模型后训练 [3]。当它被直接

搬到长 CoT场景时，会遇到至少三类问题：

1. critic/value model本身成本高；

2. 奖励通常是序列末端给出，而不是每个 token天然都有精确信号；

3. 长回答会让价值估计、credit assignment和训练显存都更困难。

GRPO正是沿着这个痛点切入的。
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第3章 GRPO：原始动机、核心公式与论
文图示

3.1 DeepSeekMath给出的出发点

DeepSeekMath在第 4.1节明确把GRPO描述为 PPO的变体：它去掉了 critic/value
model，不再显式学习价值函数，而是从同一个问题下采样出来的一组回答分数中估计相
对优势 [1]。

直观理解

PPO的直觉是：

当前回答好不好 ≈奖励− critic给出的平均水平.

GRPO的直觉是：

当前回答好不好 ≈它在同题多条回答里排第几.

也就是说，GRPO不再问“它绝对值多高”，而更多问“它相对同题其它样本是更好
还是更差”。
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3.2 论文中的 PPO–GRPO对照图

图 3.1: DeepSeekMath中对 PPO与GRPO的结构对照。图中可以直接看出：GRPO去掉了 value
model，改为对同题多样本的奖励做 group computation，从而得到相对优势信号。图像裁剪自
Shao等人的 DeepSeekMath论文第 13页 [1]。

这张图非常值得细读。它传达了 4个关键信息：

1. PPO需要 value model；GRPO不需要。

2. PPO一般采样单条输出并结合 value估计 advantage；GRPO对同一个问题采样一
组输出。

3. GRPO的奖励信号不是孤立使用，而是做组内相对计算。

4. 参考模型与奖励模型依然保留，因为它们分别承担“防止偏太远”和“给出训练方向”
的作用。

3.3 原始 GRPO目标函数
按照 DeepSeekMath的写法，GRPO的目标函数可以表述为 [1]：

JGRPO(θ) = E q∼P (Q),

{oi}Gi=1∼πθold (·|q)

[
1

G

G∑
i=1

1

|oi|

|oi|∑
t=1

(
min (ri,t(θ)Âi,t,

clip(ri,t(θ), 1− ϵ, 1 + ϵ)Âi,t

)
− βDKL[πθ∥πref]

)]
,

(3.1)
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其中

ri,t(θ) =
πθ(oi,t|q, oi,<t)
πθold(oi,t|q, oi,<t)

. (3.2)

现在我们逐项解释式 (3.1)：

1. {oi}Gi=1：同一个 prompt下采样出的 G条回答；

2. 1
G

∑G
i=1：对组中样本平均；

3. 1
|oi|

∑|oi|
t=1：对同一回答内部的 token平均（原始 GRPO的一种长度归一方式）；

4. min(· · · )：继承 PPO的 clipped surrogate；

5. Âi,t：核心，表示第 i条输出在第 t个 token的组相对 advantage；

6. −βDKL[πθ∥πref]：让当前策略别偏离参考策略太远。

3.4 Outcomesupervision：最常见、也最容易理解的GRPO
在 DeepSeekMath的 outcome supervision设定中，每条完整输出只拿到一个最终

分数 ri，然后在组内做标准化：

µg =
1

G

G∑
i=1

ri, σg =

√√√√ 1

G

G∑
i=1

(ri − µg)2. (3.3)

再定义标准化奖励（也就是组相对 advantage的最常见形式）：

r̃i =
ri − µg
σg

. (3.4)

随后，对该输出中的所有 token，统一赋值：

Âi,t = r̃i, t = 1, . . . , |oi|. (3.5)
这意味着：在 outcome supervision下，一条回答内部所有 token分享同一个组相

对奖励信号。

直观理解

如果第 i条回答在同题组里明显更好，那么 r̃i > 0，其所有 token的 logprob整体
都被推高。
如果第 i条回答明显更差，那么 r̃i < 0，其所有 token的 logprob整体都被压低。
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3.5 Process supervision：更细粒度的 credit assignment
DeepSeekMath还讨论了 process supervision[1]。其想法是：不是只在回答结尾给

一个总分，而是在若干“推理步骤结束位置”打分。设第 i条输出有 Ki个步骤，其步骤终
止 token的索引为

indexi(1), . . . , indexi(Ki),

对应奖励记为
r
index(1)
i , . . . , r

index(Ki)
i .

把组里所有步骤奖励汇总成集合 R，先做标准化：

r̃
index(j)
i =

r
index(j)
i −mean(R)

std(R) . (3.6)

随后，某个 token的 advantage取为它“未来还能拿到的所有步骤奖励之和”：

Âi,t =
∑

index(j)≥t
r̃
index(j)
i . (3.7)

这比 outcome supervision更细，因为它允许模型区分“哪个推理步骤对最终成功更
有贡献”。

3.6 KL正则为何直接加在 loss里
DeepSeekMath特别指出，GRPO不是把 KL罚项塞进 reward再去算 advantage，

而是直接把 KL加进目标函数 [1]。这有一个好处：

不会把 advantage的计算再搅复杂。

如果把 KL混进 reward，那么组内标准化前后的量会变得更绕，因为 reward中既有
任务正确性，也有分布约束。而把 KL直接放在 loss中，就能把“学什么”和“别偏太远”
这两件事更清楚地分开。

3.7 DeepSeek‑R1中的更简洁表述
DeepSeek‑R1的方法部分给出了更简洁的 GRPO叙述：对每个问题 q 采样一组输出

{o1, . . . , oG}，对每条输出给奖励 ri，并用

Ai =
ri −mean(r1, . . . , rG)
std(r1, . . . , rG) (3.8)

构造组相对优势 [4]。这与 DeepSeekMath的 outcome supervision直觉一致。不
同之处主要在于：DeepSeek‑R1的叙述更像是“序列级摘要写法”，而DeepSeekMath原
式是更贴近实现的 token级 surrogate objective。
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容易混淆的点

所以，后续很多博客或教程写成

Ai =
ri − r̄

σr

并没有错，但它表达的是 GRPO的核心直觉；真正对应原始论文实现的，是 token
级 ratio、token级 surrogate，以及 outcome/process supervision两种 Âi,t的构
造方式。
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第4章 从 PPO到 GRPO：一步一步推出
来

4.1 第一步：从 PPO的 critic视角出发
在 PPO里，一个常见的直觉写法是

Ât ≈ Q̂t − Vψ(st), (4.1)
其中 Vψ 是 critic/value model。它回答的问题是：

“在当前状态下，不管你选什么动作，平均大概能拿到多大回报？”

于是：

‧ 若某动作最终结果比平均水平好，则 Ât > 0；

‧ 若比平均水平差，则 Ât < 0。

4.2 第二步：把“平均水平”从 learned value改成同题组内
比较

假设我们暂时只考虑 outcome supervision：同一个问题 q下，采样得到 G条回答

o1, . . . , oG,

对应奖励
r1, . . . , rG.

那么最自然的组平均就是

µg =
1

G

G∑
i=1

ri. (4.2)

如果仅从直觉上看，我们会想把它类比成“同一问题下的平均水平”，于是得到

ri − µg. (4.3)
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它的符号有明确含义：

‧ ri − µg > 0：第 i条回答高于组平均；

‧ ri − µg < 0：低于组平均；

‧ ri − µg = 0：与组平均持平。

再进一步除以组标准差 σg，就得到尺度统一的形式：

r̃i =
ri − µg
σg

. (4.4)

4.3 第三步：把序列级相对分数传给每个 token
LLM的策略更新最终要落到 token对数概率上，因此 outcome supervision下最简

单的处理是：

Âi,t = r̃i.

也就是说，第 i条输出中每个 token的更新方向都共享同一个“整条回答相对好坏”的
信号。于是 token级 surrogate就变成：

min
(
ri,t(θ)r̃i, clip(ri,t(θ), 1− ϵ, 1 + ϵ)r̃i

)
. (4.5)

4.4 第四步：为什么还需要 KL
如果只有组相对奖励，那么模型会倾向于快速把“高奖答案”的概率抬上去，把“低奖

答案”的概率压下去。若没有任何约束，模型可能在短时间内：

1. 急剧偏离初始语言分布；

2. 过拟合某些奖励漏洞；

3. 出现语言质量退化。

因此引入参考策略 πref和 KL罚项，限制模型更新过快：

−βDKL[πθ∥πref]. (4.6)
这里负号表示：KL越大，目标函数越小；因此最大化目标时会主动压制过大的偏移。
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4.5 第五步：重要的严格性提醒
严格说法

很多入门解释会说：“GRPO就是把 PPO的 V (st)换成组平均 reward。”这个说法
足够直观，但不够严格。
更准确的表述是：DeepSeekMath 直接定义了一个基于组相对奖励的 surrogate
objective。这个 objective的优势项由同题多样本组构造出来，而不是先证明“组
平均一定是一个标准无偏 baseline”，再从 PPO一步推导得到。
换句话说，PPO→ GRPO的关系更像“设计思想上的继承”和“目标函数结构上的
相似”，而不是“把 PPO的一处符号替换一下，理论就原封不动继承过来”。

4.6 第六步：为什么组标准化是合理的
组标准化

r̃i =
ri − µg
σg

有两层作用：

1. 去中心化：只保留相对好坏，不保留组的绝对难度基线；

2. 统一尺度：不同问题的 reward范围不同，标准化后更新幅度更可比。

例如：

‧ 简单题：可能四条回答都得高分；

‧ 难题：可能四条回答都很差。

若只看原始 reward，简单题会在训练中“声量更大”；而组标准化会让模型更多关注
同题内部的优劣排序。

容易混淆的点

不过，后续一些工作也指出：标准差归一化本身可能带来额外偏置或难度缩放问题，
因此后来的实现并不总是保留原始 GRPO的标准化细节 [6, 5]。这属于“原始算法”
和“后续工程变体”之间的重要区别。
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5.1 例题一：组内标准化优势怎么算
手算例题

设某个 prompt下，采样了 G = 4条回答，奖励分别是：

r1 = 0.2, r2 = 0.8, r3 = 0.5, r4 = −0.1.

目标：计算每条回答的组相对优势。

5.1.1 第一步：求组均值

µg =
0.2 + 0.8 + 0.5− 0.1

4
=

1.4

4
= 0.35.

5.1.2 第二步：求离均差

r1 − µg = 0.2− 0.35 = −0.15,

r2 − µg = 0.8− 0.35 = 0.45,

r3 − µg = 0.5− 0.35 = 0.15,

r4 − µg = −0.1− 0.35 = −0.45.

5.1.3 第三步：求方差与标准差
先平方：

(−0.15)2 = 0.0225, 0.452 = 0.2025, 0.152 = 0.0225, (−0.45)2 = 0.2025.

方差：

σ2
g =

0.0225 + 0.2025 + 0.0225 + 0.2025

4
=

0.45

4
= 0.1125.

标准差：
σg =

√
0.1125 ≈ 0.3354.
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5.1.4 第四步：求标准化后的相对优势

A1 =
0.2− 0.35

0.3354
≈ −0.4472,

A2 =
0.8− 0.35

0.3354
≈ 1.3416,

A3 =
0.5− 0.35

0.3354
≈ 0.4472,

A4 =
−0.1− 0.35

0.3354
≈ −1.3416.

因此：
(A1, A2, A3, A4) ≈ (−0.4472, 1.3416, 0.4472, −1.3416).

解释如下：

‧ 第 2条回答最好，应该被最明显地增强；

‧ 第 4条回答最差，应该被最明显地削弱；

‧ 第 1、3条则分别是轻度负向与轻度正向。

若采用 outcome supervision，那么第 2条回答中所有 token都共享

Â2,t = 1.3416.

5.2 例题二：一个 token的 clipped surrogate怎么算
现在拿上例中的第 2条回答，设它有 3个 token。我们只看其中 3个位置的 ratio：

r2,1(θ) = 1.3, r2,2(θ) = 1.05, r2,3(θ) = 0.7.

并令
Â2,t = 1.3416, ϵ = 0.2.

于是 clip的上下界是
1− ϵ = 0.8, 1 + ϵ = 1.2.

5.2.1 第 1个 token
原始项：

1.3× 1.3416 = 1.7441.

裁剪后 ratio：
clip(1.3, 0.8, 1.2) = 1.2.

裁剪项：
1.2× 1.3416 = 1.6099.
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PPO/GRPO surrogate取二者较小值：

min(1.7441, 1.6099) = 1.6099.

5.2.2 第 2个 token
原始项：

1.05× 1.3416 = 1.4087.

由于 1.05在 [0.8, 1.2]内，裁剪后不变：

clip(1.05, 0.8, 1.2) = 1.05.

所以：
min(1.4087, 1.4087) = 1.4087.

5.2.3 第 3个 token
原始项：

0.7× 1.3416 = 0.9391.

裁剪后：
clip(0.7, 0.8, 1.2) = 0.8.

裁剪项：
0.8× 1.3416 = 1.0733.

因此：
min(0.9391, 1.0733) = 0.9391.

5.2.4 汇总
三个 token的 surrogate分别是：

1.6099, 1.4087, 0.9391.

若简单平均，则该 3‑token片段的平均 surrogate为

1.6099 + 1.4087 + 0.9391

3
=

3.9577

3
≈ 1.3192.

直观理解

这个例子很有代表性：第 1个 token因为“涨得太多”而被 clip截住；第 2个 token
正常更新；第 3个 token虽然比值小于 1，但由于当前 advantage为正，它的目标
仍为正，只是推动力度较弱。
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5.3 例题三：KL惩罚项怎么算
假设某个 token位置上，当前策略和参考策略对“实际被采样到的 token”的概率分

别是

πθ = 0.30, πref = 0.24.

代入 DeepSeekMath使用的形式：

x =
πref
πθ

=
0.24

0.30
= 0.8.

于是

DKL[πθ∥πref] ≈ x− logx− 1 (5.1)
= 0.8− log(0.8)− 1 (5.2)
≈ 0.8− (−0.2231)− 1 (5.3)
= 0.0231. (5.4)

若 β = 0.04，则 KL罚项贡献为

β ·DKL = 0.04× 0.0231 ≈ 0.000924.

这说明在这个具体位置上，KL约束是一个比较小、但持续存在的“别偏太远”拉力。

5.4 例题四：process supervision的 token级优势
设一个 group中所有步骤奖励（汇总到一起）是：

R = [0.2, 0.9, −0.1, 0.4].

先算均值：

µR =
0.2 + 0.9− 0.1 + 0.4

4
=

1.4

4
= 0.35.

离均差为：

−0.15, 0.55, −0.45, 0.05.

平方后：

0.0225, 0.3025, 0.2025, 0.0025.

方差：
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0.0225 + 0.3025 + 0.2025 + 0.0025

4
=

0.53

4
= 0.1325.

标准差：

Std(R) = √
0.1325 ≈ 0.3640.

于是标准化步骤奖励是：

0.2− 0.35

0.3640
≈ −0.4121,

0.9− 0.35

0.3640
≈ 1.5110,

−0.1− 0.35

0.3640
≈ −1.2362,

0.4− 0.35

0.3640
≈ 0.1374.

现在设输出 o1 有两个步骤终点，分别在 token位置 5和 11，对应的标准化步骤奖励
是

−0.4121, 1.5110.

根据 process supervision规则：

‧ 对于 token t = 3，未来还会遇到步骤 5和 11，因此

Â1,3 = −0.4121 + 1.5110 = 1.0989.

‧ 对于 token t = 7，步骤 5已经过了，只剩步骤 11，因此

Â1,7 = 1.5110.

‧ 对于 token t = 12，所有步骤都结束了，因此

Â1,12 = 0.

直观理解

这说明 process supervision不是“整条回答所有 token共用同一个分数”，而是：
离后续好步骤更近的 token，会保留更多正向信用；离后续坏步骤更近的 token，也
会承受更多负向信用。
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5.5 一个特别简单但很有启发的边界情形：G = 2

若 group size G = 2，且奖励为

r1 = 1, r2 = 0,

那么组均值

µg =
1 + 0

2
= 0.5,

标准差

σg =

√
(1− 0.5)2 + (0− 0.5)2

2
=

√
0.25 = 0.5.

所以

A1 =
1− 0.5

0.5
= 1, A2 =

0− 0.5

0.5
= −1.

这几乎就是“二选一偏好比较”的最小版本。也因此，很多人会把 GRPO理解成一种
在线、组相对、带 clipping的偏好优化。
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第6章 GRPO一轮训练到底发生了什么

6.1 原始伪代码图

图 6.1: DeepSeekMath中的 Iterative GRPO伪代码与 KL估计公式。图像裁剪自 Shao等人的论
文第 14页 [1]。

6.2 把伪代码翻译成人话
原始 Algorithm 1可以翻译成下面的训练循环：

1. 初始化策略模型 πθ；

2. 进入外层迭代；

3. 冻结/拷贝一个参考模型 πref；
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4. 抽一个 prompt batch；

5. 令当前策略拷贝为旧策略 πθold；

6. 对 batch中每个问题，从旧策略采样 G条回答；

7. 对这些回答计算 reward；

8. 根据组内 reward计算每条回答的 advantage；

9. 用 GRPO目标函数更新策略；

10.（如果有奖励模型）可继续用 replay数据更新奖励模型。

6.3 GRPO的训练对象不是“答案文本”，而是策略分布
这是很多初学者最容易忽略的一点。GRPO并不是把高分答案“抄下来背会”，而是在

做分布更新：

πθold −→ πθ.

更准确地说，它在做的是：

‧ 提高产生高优势回答的 token概率；

‧ 降低产生低优势回答的 token概率；

‧ 同时保持新分布不要偏离参考分布太远。

6.4 为什么 reasoning任务特别适合 GRPO
DeepSeek‑R1 的方法部分说明，它们在 reasoning‑oriented 数据上大量使用 rule‑

based reward，对数学、代码和逻辑任务提供准确反馈 [4]。这类任务特别适合 GRPO，原
因在于：

1. 同题多样本天然可比较；

2. 奖励往往可验证（正确/错误、测试通过/失败、格式满足/不满足）；

3. 相对奖励比绝对打分更稳定；

4. reasoning过程本来就有“尝试–验证–修正”的搜索特征。
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6.5 Outcome supervision与 rule‑based reward的组合
在很多数学/代码任务里，一个直接可用的奖励设计是：

ri = rcorrecti + rformati + rauxi . (6.1)
例如：

‧ rcorrecti ：答案是否正确；

‧ rformati ：是否满足指定输出格式；

‧ rauxi ：是否通过单元测试、是否调用了工具、是否遵守模板等。

然后把这些原始 reward再放进组内标准化。DeepSeek‑R1明确说明：对 DeepSeek‑
R1‑Zero，主要使用 rule‑based rewards来给数学、代码和逻辑推理数据提供准确反馈；
对 DeepSeek‑R1，则在 general data上还加入了model‑based rewards[4]。
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第7章 GRPO到底解决了什么问题

7.1 问题一：去掉 critic/value model
DeepSeekMath提出 GRPO的直接收益，就是不再需要额外 value model，从而显

著减少训练资源 [1]。
如果把传统 PPO‑RLHF粗略写成：

Policy+ Reference+ Reward+ Value/Critic,
那么 GRPO更像：

Policy+ Reference+ Reward/Verifier.
在长 CoT场景里，这个差别很有工程价值。

7.2 问题二：更自然地利用同题比较信号
奖励模型、偏好比较数据、verifier打分，这些对象很多时候本来就是“比较式”的。

DeepSeekMath也指出，GRPO的 group‑relative计算与奖励模型的比较性数据分布是
相契合的 [1]。

换句话说，GRPO很适合回答这样的问题：

同一个 prompt下，这几条回答里谁更应该被强化？

而不一定非要回答：

这条回答在全局意义上的绝对价值是多少？

7.3 问题三：把 reasoning当作可探索的策略行为
DeepSeek‑R1报告了在纯 RL或以 RL为核心的训练中，模型会逐渐出现更长的思考

时间、自我反思与策略调整等行为 [4]。这表明 reasoning不只是“背答案”，更像是一种
在奖励驱动下逐步形成的搜索策略。

GRPO恰好适合这种训练范式，因为它允许模型：

1. 对同一题尝试多种轨迹；
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2. 通过 verifier/reward找到相对更优轨迹；

3. 逐步把概率质量向优轨迹迁移。

7.4 问题四：在 PPO风格稳定性与 critic‑free之间折中
GRPO不是简单地退回到原始 REINFORCE。它仍保留了两类重要的稳定器：

1. clipping；

2. KL regularization.

因此你可以把 GRPO看成：

“保留 PPO的稳定更新骨架，但把 advantage的来源从 learned value改成
group‑relative reward。”
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第8章 GRPO的局限、边界条件与后续变
体

8.1 局限一：如果组内奖励没有差异，就几乎没有训练信号
若某个问题下所有回答奖励都一样：

r1 = r2 = · · · = rG,

那么有
µg = ri, σg = 0.

这意味着标准化会失效。在工程实现中，通常会做下面某种处理：

‧ 给分母加一个很小的 ε；

‧ 或者直接把该组 advantage置零；

‧ 或者跳过这个 group。

这说明：GRPO依赖可区分的奖励。

8.2 局限二：group size太小，估计会不稳定
如果 G很小，那么组均值与组标准差本身就很 noisy。典型后果包括：

1. 某些回答只是偶然高分，却被过度强化；

2. 组统计量波动太大，导致 advantage尺度不稳；

3. 难题、易题之间的更新节奏被 sampling noise放大。

所以，group size是一个非常重要的超参数。
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8.3 局限三：原始 GRPO的长度归一方式会带来争议
原始 DeepSeekMath目标中有一项

1

|oi|

|oi|∑
t=1

(· · · ),

也就是先按样本内部 token平均，再对样本平均。后续工作指出，这种 sample‑level loss
reduction在 long‑CoT场景下可能带来长度相关问题。

COLM 2025的《Understanding R1‑Zero‑Like Training: A Critical Perspective》
指出，GRPO存在一种优化偏置，会在训练中人为推长回答长度，尤其是错误回答的长度，
并提出 Dr. GRPO通过移除长度项与标准差项来修正这一偏置 [6]。

DAPO进一步指出，原始 GRPO的 sample‑level loss在长 CoT场景中会让长回答中
的单个 token 对整体 loss 的贡献过低，进而导致不健康的熵和回答长度增长，因此提出
token‑level policy gradient loss作为改进 [7]。

严格说法

这并不意味着“原始 GRPO错了”，而是意味着：原始 GRPO是一个非常重要的起
点，但在更大规模、更长 CoT、更多工程约束下，社区已经发展出一批修正版和工程
增强版。

8.4 局限四：std标准化也不是永远无争议
原始 GRPO使用

ri − µg
σg

.

后续一些研究和实现认为，标准差归一化会额外改变不同问题之间的更新尺度，从而引入
question‑level difficulty bias或其它不希望的缩放效应 [6, 5]。

Hugging Face的 TRL官方文档也明确提示：相较于原始论文，现代实现往往允许关
闭或修改 std‑based scaling，并且默认损失形式、KL配置等也可能与原论文不同 [5]。

8.5 局限五：GRPO仍然是在线 RL，数据成本并没有消失
GRPO去掉的是 critic，而不是在线采样本身。它依然通常需要：

1. 用当前或旧策略不断生成新样本；

2. 对样本做奖励计算；

3. 多轮迭代更新。

因此，与纯离线的 DPO类方法相比，GRPO依然具有明显的在线 RL成本。

31/38



第9章 与 PPO、DPO、RFT的关系

9.1 一张对比表

方法 核心优化对象 是否需要在线
采样

是否依赖
critic/value

更典型的使用
场景

PPO 概率比值 +
clipped surrogate
+ critic advantage

常需要 通常需要 通用 RLHF、
经典
actor–critic
场景

GRPO 组相对奖励 + PPO
风格 clipping +
（可选）KL

常需要 不需要 数学、代码、
逻辑等可验证
reasoning

DPO 偏好对
chosen/rejected
的离线对比目标

不一定 不需要 离线偏好对齐、
偏好数据充足
时

RFT 先筛高质量结果，
再监督学习模仿

不一定 不需要 有明确筛选规
则、想做高质
量蒸馏时

9.2 一个有用的统一视角
可以把几种方法放在“训练信号从哪里来”的坐标系里理解：

1. PPO：critic估计“平均水平”，reward决定方向；

2. GRPO：同题组内比较给出相对方向；

3. DPO：离线偏好对 (chosen, rejected)直接规定方向；

4. RFT：先筛再学，用监督学习逼近高质量输出分布。

9.3 GRPO最适合什么任务
最适合 GRPO的任务通常有三个特征：

1. 能验证：有答案、有测试、有格式约束；
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2. 能比较：同题多样本之间好坏明显；

3. 允许在线探索：模型多试几次是有价值的。

因此数学、代码、逻辑推理、结构化输出，是 GRPO特别舒适的场景。
相反，如果任务是纯审美、纯开放式写作、极其主观的长期偏好，GRPO当然不是不

能用，但 reward设计会难很多。
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第10章 把全书压缩成一页：GRPO的最
小理解骨架

如果你读完整本教材后，只想记住最重要的内容，那么请记住下面这一页。

一、语言模型是策略

πθ(o|q) =
|o|∏
t=1

πθ(ot|q, o<t).

二、最基本 RL目标是最大化期望奖励

J(θ) = Eq,o∼πθ [R(q, o)].

三、PPO用 clipped ratio稳定更新

min
(
rt(θ)Ât, clip(rt(θ), 1− ϵ, 1 + ϵ)Ât

)
.

四、GRPO的关键变化：用组相对优势取代 critic
对同一个问题，采样

o1, . . . , oG,

打分得到
r1, . . . , rG.

计算组均值与组标准差：

µg =
1

G

∑
i

ri, σg =

√
1

G

∑
i

(ri − µg)2.
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再得到标准化优势：
Ai =

ri − µg
σg

.

在 outcome supervision下，
Âi,t = Ai.

五、原始 GRPO仍然保留 PPO风格的稳定器

JGRPO(θ) = E

[
1

G

G∑
i=1

1

|oi|

|oi|∑
t=1

(
min(ri,t(θ)Âi,t, clip(ri,t(θ), 1−ϵ, 1+ϵ)Âi,t)−βDKL[πθ∥πref]

)]
.

六、它解决的问题

1. 去掉 critic，降低 LLM‑RL的资源成本；

2. 更自然地利用同题多样本比较信号；

3. 对数学、代码、逻辑等可验证推理任务特别有效；

4. 在 critic‑free的同时保留 PPO风格的稳定更新。

七、它的边界

1. 奖励必须有区分度；

2. group size太小会不稳定；

3. 长回答与标准化细节会带来偏置问题；

4. 实际工程中常用的是“GRPO家族变体”，未必与原论文完全一致。
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结语

如果你想把 GRPO彻底吃透，建议按下面顺序复习：

1. 先独立推一遍 REINFORCE和 baseline；

2. 再手推 PPO的 clipped surrogate；

3. 然后把 DeepSeekMath的 Figure 4和 Algorithm 1对着本教材再读一遍；

4. 最后自己手算一个 4‑sample group的 GRPO更新。

当你能不看书直接写出下面这 4句时，说明你已经真正抓到 GRPO的骨架了：

(a) LLM是一个自回归策略；

(b) PPO用 ratio + clipping稳定策略更新；

(c) GRPO通过同题多样本奖励构造组相对 advantage；

(d) GRPO的本质是 critic‑free的、组比较式的 PPO风格 RL。
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