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使用说明

这份教材的目标是把下面三类公式从“看起来像黑盒”拆成可以手算、可以解释、可
以推导的对象：

x ≈ Dh, h∗ = arg min
h

∥x−Dh∥22 , h∗ = arg min
h

(
1

2
∥x−Dh∥22 + λ ∥h∥1

)
.

教材采用两条线：

• 新手主线：每个公式先解释符号，再展开成坐标形式，再做数字例子。

• 进阶主线：给出定义、引理、证明、最优性条件、子梯度、近端算子和算法推导。

阅读建议如下。第一次读时，可以先跳过标为“进阶读者”的框；第二次读时再补上
证明与算法细节。所有核心公式都会至少以三种形式出现：矩阵形式、求和形式、具体
数字形式。
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符号表

符号 含义
a, b, c 标量，一个数字。
x, h, r 向量，通常写成列向量。
D,A,B 矩阵。
D ∈ Rm×k D 有 m 行、k 列。
dj 矩阵 D 的第 j 列。
dij 矩阵 D 第 i 行第 j 列的元素。
x ≈ Dh 用 D 的列向量线性组合近似表示 x。
∥x∥2 向量 x 的 L2 范数，也叫欧氏长度。
∥x∥1 向量 x 的 L1 范数，等于绝对值之和。
∥x∥0 非零元素个数；严格说不是范数。
arg minh f(h) 使 f(h) 取得最小值的那个 h。
λ 正则化强度，越大越偏向稀疏或小系数。
Sλ(z) soft-thresholding，软阈值算子。

vii



第一部分

第一阶段：看懂公式
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第一章 读公式的基本方法

1.1 公式不是压缩包，而是结构化句子
很多数学公式本质上是一句话。以

x ≈ Dh

为例，它不是一个孤立符号，而是在说：存在一个系数向量 h，使得矩阵 D 的列向量经
过加权相加后，尽量像目标向量 x。
为了真正读懂它，我们先把每个对象完全展开。设

x =


x1

x2

...
xm

 , D =


d11 d12 · · · d1k

d21 d22 · · · d2k
... ... . . . ...

dm1 dm2 · · · dmk

 , h =


h1

h2

...
hk

 .

矩阵乘向量 Dh 的第 i 个坐标是

(Dh)i = di1h1 + di2h2 + · · ·+ dikhk.

因此

Dh =


d11h1 + d12h2 + · · ·+ d1khk

d21h1 + d22h2 + · · ·+ d2khk

...
dm1h1 + dm2h2 + · · ·+ dmkhk

 .

于是
x ≈ Dh

完整展开就是 
x1

x2

...
xm

 ≈


d11h1 + d12h2 + · · ·+ d1khk

d21h1 + d22h2 + · · ·+ d2khk

...
dm1h1 + dm2h2 + · · ·+ dmkhk

 .

2



从线性代数到 LASSO 第一章 读公式的基本方法

这等价于同时要求下面 m 个近似关系成立：
x1 ≈ d11h1 + d12h2 + · · ·+ d1khk,

x2 ≈ d21h1 + d22h2 + · · ·+ d2khk,

...

xm ≈ dm1h1 + dm2h2 + · · ·+ dmkhk.

直觉
读数学公式可以按四步来：第一，看对象类型，是数字、向量还是矩阵；第二，看
维度是否匹配；第三，把乘法展开；第四，把目标函数写成“误差怎么加起来”。

1.2 一个贯穿全书的小例子
设

D =


1 0

2 3

−1 4

 , h =

[
2

−1

]
.

先逐行计算 Dh：

Dh =


1 · 2 + 0 · (−1)
2 · 2 + 3 · (−1)

(−1) · 2 + 4 · (−1)

 .

每一行继续算：
1 · 2 + 0 · (−1) = 2 + 0 = 2,

2 · 2 + 3 · (−1) = 4− 3 = 1,

(−1) · 2 + 4 · (−1) = −2− 4 = −6.

所以

Dh =


2

1

−6

 .

如果目标向量是

x =


2

1

−5

 ,

那么误差为

r = x−Dh =


2

1

−5

−


2

1

−6

 =


2− 2

1− 1

−5− (−6)

 =


0

0

1

 .
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从线性代数到 LASSO 第一章 读公式的基本方法

因此 Dh 与 x 很接近，只在第三个坐标差了 1。

1.3 学习路线图
本书从下面的链条开始：

向量 −→矩阵 −→矩阵乘法 −→线性组合 −→ x ≈ Dh.

然后进入误差最小化：

x−Dh −→ ∥x−Dh∥22 −→ arg min
h

∥x−Dh∥22 .

最后加入稀疏性：

∥h∥0 −→ ∥h∥1 −→ arg min
h

(
1

2
∥x−Dh∥22 + λ ∥h∥1

)
.

4



第二章 标量、向量与矩阵

2.1 标量
定义 2.1 (标量). 标量是一个单独的数，通常记作 a, b, c, α, λ 等。例如

a = 3, λ = 0.5.

标量之间的加减乘除就是普通算术。例如

2a+ 1 = 2 · 3 + 1 = 6 + 1 = 7.

2.2 向量
定义 2.2 (列向量). m 维列向量是 m 个数字按列排成的对象：

x =


x1

x2

...
xm

 ∈ Rm.

这里 xi 表示第 i 个坐标。

例如

x =


2

−1
4


表示

x1 = 2, x2 = −1, x3 = 4.

定义 2.3 (向量相等). 两个同维向量相等，意思是每个坐标都相等。若

a =


a1

a2
...
am

 , b =


b1

b2
...
bm

 ,

5
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则
a = b

等价于
a1 = b1, a2 = b2, . . . , am = bm.

2.3 矩阵
定义 2.4 (矩阵). 矩阵是按行和列排列的数字表。一个 m× k 矩阵写作

D =


d11 d12 · · · d1k

d21 d22 · · · d2k
... ... . . . ...

dm1 dm2 · · · dmk

 ∈ Rm×k.

dij 表示第 i 行第 j 列的元素。
例如

D =


1 0

2 3

−1 4

 ∈ R3×2.

逐项写出为
d11 = 1, d12 = 0, d21 = 2, d22 = 3, d31 = −1, d32 = 4.

2.4 行、列与转置
矩阵 D ∈ Rm×k 的第 j 列记为

dj =


d1j

d2j
...

dmj

 ∈ Rm.

因此整个矩阵可以按列写成
D =

[
d1 d2 · · · dk

]
.

转置会把行和列互换。若

D =


d11 d12

d21 d22

d31 d32

 ,

则
D⊤ =

[
d11 d21 d31

d12 d22 d32

]
.
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2.5 维度检查
定义 2.5 (维度匹配). 只有维度匹配时，矩阵乘法、向量加法等运算才有意义。若

D ∈ Rm×k, h ∈ Rk,

则 Dh ∈ Rm。若还给定 x ∈ Rm，那么 x−Dh 有意义。

例如
D ∈ R3×2, h ∈ R2,

则
Dh ∈ R3.

如果
x ∈ R3,

那么
x−Dh ∈ R3.

但如果 x ∈ R4，则 x−Dh 没有意义，因为 x 是 4 维，Dh 是 3 维。

练习 2.1. 设 D ∈ R5×3，h ∈ R3，x ∈ R5。判断 Dh、x−Dh、D⊤x 的维度。

答案。

Dh ∈ R5, x−Dh ∈ R5, D⊤ ∈ R3×5, D⊤x ∈ R3.
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第三章 向量运算与线性组合

3.1 向量加法
给定

a =


a1

a2
...
am

 , b =


b1

b2
...
bm

 ,

向量加法定义为逐坐标相加：

a+ b =


a1 + b1

a2 + b2
...

am + bm

 .

具体例子： 
1

2

3

+


4

5

6

 =


1 + 4

2 + 5

3 + 6

 =


5

7

9

 .

3.2 标量乘向量
给定标量 c 和向量 a，定义

ca = c


a1

a2
...
am

 =


ca1

ca2
...

cam

 .

例如

3


1

2

3

 =


3 · 1
3 · 2
3 · 3

 =


3

6

9

 .
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3.3 线性组合
定义 3.1 (线性组合). 给定向量 d1, d2, . . . , dk ∈ Rm 和标量 h1, h2, . . . , hk，表达式

h1d1 + h2d2 + · · ·+ hkdk

叫做这些向量的一个线性组合。

例如

d1 =


1

2

−1

 , d2 =


0

3

4

 , h1 = 2, h2 = −1.

线性组合为
h1d1 + h2d2 = 2d1 + (−1)d2.

逐步展开：

2d1 + (−1)d2 = 2


1

2

−1

+ (−1)


0

3

4



=


2 · 1
2 · 2

2 · (−1)

+


(−1) · 0
(−1) · 3
(−1) · 4



=


2

4

−2

+


0

−3
−4



=


2 + 0

4 + (−3)
−2 + (−4)



=


2

1

−6

 .

3.4 张成空间与基
定义 3.2 (张成空间). 向量 d1, . . . , dk 的所有线性组合组成的集合叫做它们的张成空间，
记作

span{d1, . . . , dk} = {h1d1 + · · ·+ hkdk : h1, . . . , hk ∈ R}.
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直觉
如果把每个 dj 看成一个“积木”，那么张成空间就是用这些积木按任意比例加起来
能够到达的所有位置。

定义 3.3 (线性无关). 向量 d1, . . . , dk 线性无关，指的是

h1d1 + · · ·+ hkdk = 0

只有一个解：
h1 = h2 = · · · = hk = 0.

如果存在不全为零的 hj 也能让线性组合为零，则它们线性相关。

进阶读者
在线性表示问题 x ≈ Dh 中，如果 D 的列线性相关，那么同一个 Dh 可能由多个
不同的 h 表示。例如 d2 = 2d1 时，

2d1 + 0d2 = 0d1 + 1d2.

这会导致最小二乘解不唯一，LASSO 的稀疏性也会受到列相关性的影响。
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第四章 点积、长度与范数

4.1 点积定义
定义 4.1 (点积). 给定两个同维向量

a =


a1

a2
...
am

 , b =


b1

b2
...
bm

 ,

它们的点积定义为
a⊤b = a1b1 + a2b2 + · · ·+ ambm =

m∑
i=1

aibi.

具体例子：

a =


1

2

3

 , b =


4

−1
2

 .

则

a⊤b = 1 · 4 + 2 · (−1) + 3 · 2

= 4− 2 + 6

= 8.

4.2 点积的几何意义
欧氏空间中有公式

a⊤b = ∥a∥2 ∥b∥2 cos θ,

其中 θ 是 a 和 b 的夹角。因此
a⊤b > 0

通常表示夹角小于 90◦；
a⊤b = 0
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表示垂直；
a⊤b < 0

表示夹角大于 90◦。

4.3 L2 范数
定义 4.2 (L2 范数). 对

x =


x1

x2

...
xm

 ,

定义

∥x∥2 =
√
x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
m =

√√√√ m∑
i=1

x2
i .

平方后的 L2 范数为
∥x∥22 = x2

1 + x2
2 + · · ·+ x2

m =
m∑
i=1

x2
i .

例如
x =

[
3

4

]
.

则

∥x∥2 =
√
32 + 42

=
√
9 + 16

=
√
25

= 5.

同时
∥x∥22 = 32 + 42 = 9 + 16 = 25.

4.4 L1 范数
定义 4.3 (L1 范数). 对

x =


x1

x2

...
xm

 ,
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定义
∥x∥1 = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xm| =

m∑
i=1

|xi| .

例如

x =


3

−4
0

2

 .

则

∥x∥1 = |3|+ |−4|+ |0|+ |2|

= 3 + 4 + 0 + 2

= 9.

4.5 L0 计数
定义 4.4 (L0 计数). ∥x∥0 表示 x 中非零元素的个数。严格说，它不是一个真正的范数，
但在稀疏学习中常用。

例如

x =



3

0

0

−2
0


.

非零元素是 3 和 −2，所以
∥x∥0 = 2.

4.6 范数公理与常用引理
定义 4.5 (范数). 函数 ∥·∥ 是范数，如果对所有向量 x, y 和标量 c 满足：

(1) 非负性：∥x∥ ≥ 0，且 ∥x∥ = 0 当且仅当 x = 0；

(2) 齐次性：∥cx∥ = |c| ∥x∥；

(3) 三角不等式：∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥。

引理 4.1 (L1 与 L2 的非负性). ∥x∥1 ≥ 0 且 ∥x∥2 ≥ 0。并且它们等于 0 当且仅当 x = 0。
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证明. 因为每个绝对值 |xi| ≥ 0，所以

∥x∥1 =
m∑
i=1

|xi| ≥ 0.

若 ∥x∥1 = 0，则一堆非负数相加为 0，只能每一项都为 0：

|x1| = |x2| = · · · = |xm| = 0.

于是
x1 = x2 = · · · = xm = 0.

同理，因为 x2
i ≥ 0，所以

∥x∥22 =
m∑
i=1

x2
i ≥ 0.

若 ∥x∥2 = 0，则 ∥x∥22 = 0，于是每个 x2
i = 0，从而每个 xi = 0。

易错点
∥x∥2 和 ∥x∥22 不一样。前者有平方根，后者没有平方根：

∥x∥2 =
√
x2
1 + · · ·+ x2

m, ∥x∥22 = x2
1 + · · ·+ x2

m.

最小二乘常用 ∥x−Dh∥22，不是 ∥x−Dh∥2。
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第五章 矩阵乘法与 x ≈ Dh

5.1 矩阵乘向量的逐项定义
设

D =


d11 d12 · · · d1k

d21 d22 · · · d2k
... ... . . . ...

dm1 dm2 · · · dmk

 ∈ Rm×k, h =


h1

h2

...
hk

 ∈ Rk.

则

Dh =


d11h1 + d12h2 + · · ·+ d1khk

d21h1 + d22h2 + · · ·+ d2khk

...
dm1h1 + dm2h2 + · · ·+ dmkhk

 .

也就是说，Dh 的第 i 个坐标为

(Dh)i =
k∑

j=1

dijhj.

5.2 矩阵乘向量等于列向量线性组合
若

D =
[
d1 d2 · · · dk

]
,

其中每个 dj ∈ Rm，则
Dh = h1d1 + h2d2 + · · ·+ hkdk.

下面完整证明这个等式。因为

dj =


d1j

d2j
...

dmj

 ,

15



从线性代数到 LASSO 第五章 矩阵乘法与 x ≈ Dh

所以

h1d1 + h2d2 + · · ·+ hkdk = h1


d11

d21
...

dm1

+ h2


d12

d22
...

dm2

+ · · ·+ hk


d1k

d2k
...

dmk



=


d11h1

d21h1

...
dm1h1

+


d12h2

d22h2

...
dm2h2

+ · · ·+


d1khk

d2khk

...
dmkhk



=


d11h1 + d12h2 + · · ·+ d1khk

d21h1 + d22h2 + · · ·+ d2khk

...
dm1h1 + dm2h2 + · · ·+ dmkhk


= Dh.

直觉
D 是字典，列向量 dj 是字典里的“原子”或“基元素”；hj 是每个原子的使用量。
Dh 就是“按 h 给出的剂量，把所有原子混合起来”。

5.3 矩阵乘矩阵
若

A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p,

则
C = AB ∈ Rm×p.

C 第 i 行第 j 列的元素是

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =
n∑

ℓ=1

aiℓbℓj.

具体例子：

A =

[
1 2 0

−1 3 4

]
, B =


2 1

0 −1
3 2

 .

则 A ∈ R2×3，B ∈ R3×2，所以 AB ∈ R2×2。逐项计算：

c11 = 1 · 2 + 2 · 0 + 0 · 3 = 2 + 0 + 0 = 2,
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c12 = 1 · 1 + 2 · (−1) + 0 · 2 = 1− 2 + 0 = −1,

c21 = (−1) · 2 + 3 · 0 + 4 · 3 = −2 + 0 + 12 = 10,

c22 = (−1) · 1 + 3 · (−1) + 4 · 2 = −1− 3 + 8 = 4.

因此
AB =

[
2 −1
10 4

]
.

5.4 x ≈ Dh 的完整含义
设 x ∈ Rm，D ∈ Rm×k，h ∈ Rk。当我们写

x ≈ Dh

时，实际含义是
xi ≈

k∑
j=1

dijhj, i = 1, 2, . . . ,m.

把所有坐标列出来，就是

x1 ≈ d11h1 + d12h2 + · · ·+ d1khk,

x2 ≈ d21h1 + d22h2 + · · ·+ d2khk,

...

xm ≈ dm1h1 + dm2h2 + · · ·+ dmkhk.

练习 5.1. 令

D =


1 2

0 1

3 −1

 , h =

[
4

−2

]
.

逐行计算 Dh。

答案。

Dh =


1 · 4 + 2 · (−2)
0 · 4 + 1 · (−2)

3 · 4 + (−1) · (−2)



=


4− 4

0− 2

12 + 2

 =


0

−2
14

 .
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第六章 误差、平方误差与最小二乘

6.1 误差向量
如果 Dh 是对 x 的近似，则误差向量定义为

r = x−Dh.

完全展开为

r =


r1

r2
...
rm

 =


x1 − (Dh)1

x2 − (Dh)2
...

xm − (Dh)m

 .

因为
(Dh)i =

k∑
j=1

dijhj,

所以
ri = xi −

k∑
j=1

dijhj.

于是

r =


x1 −

∑k
j=1 d1jhj

x2 −
∑k

j=1 d2jhj

...
xm −

∑k
j=1 dmjhj

 .

6.2 平方误差
用 L2 范数平方度量误差：

∥x−Dh∥22 = ∥r∥
2
2 .

先按范数定义展开：
∥r∥22 = r21 + r22 + · · ·+ r2m.
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再把 ri 代入：

∥x−Dh∥22 =

(
x1 −

k∑
j=1

d1jhj

)2

+

(
x2 −

k∑
j=1

d2jhj

)2

+ · · ·+

(
xm −

k∑
j=1

dmjhj

)2

.

用求和符号写为
∥x−Dh∥22 =

m∑
i=1

(
xi −

k∑
j=1

dijhj

)2

.

6.3 最小二乘问题
定义 6.1 (最小二乘). 给定 x ∈ Rm 和 D ∈ Rm×k，最小二乘问题是

h∗ = arg min
h∈Rk

∥x−Dh∥22 .

如果使用带 1
2
的形式，则写作

h∗ = arg min
h∈Rk

1

2
∥x−Dh∥22 .

这两个问题的最优解相同，因为乘以正数 1
2
不改变最小点。

完全展开为
h∗ = arg min

h1,...,hk

m∑
i=1

(
xi −

k∑
j=1

dijhj

)2

.

若使用 1
2
形式，则为

h∗ = arg min
h1,...,hk

1

2

m∑
i=1

(
xi −

k∑
j=1

dijhj

)2

.

6.4 一维最小二乘：从最简单问题推导
先看最简单的一个变量问题：

f(h) = (x− dh)2.

目标是
h∗ = arg min

h

(x− dh)2.

若 d ̸= 0，平方项最小等价于让括号内部为零：

x− dh = 0.
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从线性代数到 LASSO 第六章 误差、平方误差与最小二乘

逐步解出 h：

x− dh = 0,

−dh = −x,

dh = x,

h =
x

d
.

所以
h∗ =

x

d
.

如果 d = 0，则
f(h) = x2

与 h 无关，所有 h 都同样好。

6.5 一个过定方程的手算例子
令

x =


1

2

2

 , D =


1

1

1

 , h ∈ R.

则

Dh =


h

h

h

 .

误差为

x−Dh =


1− h

2− h

2− h

 .

平方误差为

f(h) = ∥x−Dh∥22
= (1− h)2 + (2− h)2 + (2− h)2.

逐项展开：

(1− h)2 = h2 − 2h+ 1,

(2− h)2 = h2 − 4h+ 4.

因此

f(h) = (h2 − 2h+ 1) + (h2 − 4h+ 4) + (h2 − 4h+ 4)
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= 3h2 − 10h+ 9.

求导：
f ′(h) = 6h− 10.

令导数为零：

6h− 10 = 0,

6h = 10,

h =
10

6
=

5

3
.

因此
h∗ =

5

3
.

此时

Dh∗ =


5/3

5/3

5/3

 ,

误差为

x−Dh∗ =


1− 5/3

2− 5/3

2− 5/3

 =


−2/3
1/3

1/3

 .

平方误差为 (
−2

3

)2

+

(
1

3

)2

+

(
1

3

)2

=
4

9
+

1

9
+

1

9
=

6

9
=

2

3
.

进阶读者
这个例子其实是在找 1, 2, 2 的平均数。最优 h 是

h∗ =
1 + 2 + 2

3
=

5

3
.

最小二乘的一个核心直觉是：当模型只能输出一个常数时，最佳常数就是平均数。
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第七章 arg min、函数最小化与梯度

7.1 min 与 arg min 的区别
定义 7.1 (min). minh f(h) 表示函数 f 能取得的最小函数值。

定义 7.2 (arg min). arg minh f(h) 表示让 f(h) 取得最小值的变量 h。

例如
f(h) = (h− 3)2.

当 h = 3 时
f(3) = (3− 3)2 = 0.

由于平方总是非负，0 是最小值。因此

min
h

f(h) = 0, arg min
h

f(h) = 3.

7.2 多维 arg min
若

h =


h1

h2

...
hk

 ,

则
arg min

h

f(h)

的意思是寻找一整个向量

h∗ =


h∗
1

h∗
2
...
h∗
k


使得 f(h∗) 最小。
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7.3 导数与梯度
一维函数 f(h) 的导数 f ′(h) 表示斜率。多维函数 f(h1, . . . , hk) 的梯度是所有偏导数

组成的向量：

∇f(h) =


∂f
∂h1

∂f
∂h2...
∂f
∂hk

 .

引理 7.1 (可微无约束最优的一阶必要条件). 如果 f 可微，且 h∗ 是内点处的局部最小
点，则

∇f(h∗) = 0.

证明. 对任意方向 v，考虑一维函数

ϕ(t) = f(h∗ + tv).

因为 h∗ 是局部最小点，所以 t = 0 是 ϕ 的局部最小点。因此一维导数满足

ϕ′(0) = 0.

链式法则给出
ϕ′(0) = ∇f(h∗)⊤v.

所以对所有 v 都有
∇f(h∗)⊤v = 0.

取 v = ∇f(h∗)，得到
∇f(h∗)⊤∇f(h∗) = ∥∇f(h∗)∥22 = 0.

因此
∇f(h∗) = 0.

7.4 二次函数的基本求导
一维二次函数

f(h) = ah2 + bh+ c

导数为
f ′(h) = 2ah+ b.

若 a > 0，函数开口向上。令导数为零：

2ah+ b = 0,
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2ah = −b,

h = − b

2a
.

这就是最小点。

例 7.1. 求
f(h) = 3h2 − 10h+ 9

的最小点。导数为
f ′(h) = 6h− 10.

令
6h− 10 = 0

得
h =

10

6
=

5

3
.

因为二次项系数 3 > 0，所以这是最小点。
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第八章 最小二乘的完整推导

8.1 目标函数的矩阵形式
令

J(h) =
1

2
∥x−Dh∥22 .

因为
∥r∥22 = r⊤r,

且 r = x−Dh，所以
J(h) =

1

2
(x−Dh)⊤(x−Dh).

下面一步一步展开。先把转置分配进去：

(x−Dh)⊤ = x⊤ − (Dh)⊤ = x⊤ − h⊤D⊤.

因此

J(h) =
1

2
(x⊤ − h⊤D⊤)(x−Dh)

=
1

2

[
x⊤x− x⊤Dh− h⊤D⊤x+ h⊤D⊤Dh

]
.

注意 x⊤Dh 是一个 1× 1 标量，标量等于自己的转置：

x⊤Dh = (x⊤Dh)⊤ = h⊤D⊤x.

所以中间两项相同：
−x⊤Dh− h⊤D⊤x = −2h⊤D⊤x.

于是
J(h) =

1

2
x⊤x− h⊤D⊤x+

1

2
h⊤D⊤Dh.

8.2 坐标形式的梯度推导
先把目标函数写成求和：

J(h) =
1

2

m∑
i=1

(
xi −

k∑
j=1

dijhj

)2

.
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令
ri = xi −

k∑
j=1

dijhj.

则
J(h) =

1

2

m∑
i=1

r2i .

我们要求第 ℓ 个变量 hℓ 的偏导。先算 ri 对 hℓ 的偏导：

ri = xi − di1h1 − di2h2 − · · · − diℓhℓ − · · · − dikhk.

其中只有 −diℓhℓ 与 hℓ 有关，所以
∂ri
∂hℓ

= −diℓ.

链式法则给出
∂J

∂hℓ

=
1

2

m∑
i=1

2ri
∂ri
∂hℓ

=
m∑
i=1

ri(−diℓ)

= −
m∑
i=1

diℓri.

把 ri 代回去：

∂J

∂hℓ

= −
m∑
i=1

diℓ

(
xi −

k∑
j=1

dijhj

)

= −
m∑
i=1

diℓxi +
m∑
i=1

diℓ

k∑
j=1

dijhj

= −
m∑
i=1

diℓxi +
k∑

j=1

(
m∑
i=1

diℓdij

)
hj.

另一方面，D⊤x 的第 ℓ 个元素是

(D⊤x)ℓ =
m∑
i=1

diℓxi.

而 D⊤D 的第 ℓ, j 个元素是
(D⊤D)ℓj =

m∑
i=1

diℓdij.

因此
((D⊤D)h)ℓ =

k∑
j=1

(
m∑
i=1

diℓdij

)
hj.
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所以
∂J

∂hℓ

= ((D⊤D)h)ℓ − (D⊤x)ℓ.

把 ℓ = 1, 2, . . . , k 全部放在一起，得到梯度
∇J(h) = D⊤Dh−D⊤x.

也常写成
∇J(h) = D⊤(Dh− x).

这是因为
D⊤(Dh− x) = D⊤Dh−D⊤x = D⊤Dh−D⊤x.

8.3 正规方程与解析解
最优点满足

∇J(h∗) = 0.

代入梯度：
D⊤Dh∗ −D⊤x = 0.

逐步移项：
D⊤Dh∗ −D⊤x = 0,

D⊤Dh∗ = D⊤x.

这个方程叫做正规方程。若 D⊤D 可逆，则两边左乘 (D⊤D)−1：
(D⊤D)−1(D⊤D)h∗ = (D⊤D)−1D⊤x,

Ih∗ = (D⊤D)−1D⊤x,

h∗ = (D⊤D)−1D⊤x.

定理 8.1 (满列秩最小二乘解). 若 D ∈ Rm×k 满列秩，即 rank(D) = k，则 D⊤D 可逆，
最小二乘问题

min
h

1

2
∥x−Dh∥22

有唯一解
h∗ = (D⊤D)−1D⊤x.

证明. 对任意非零向量 u ∈ Rk，有
u⊤D⊤Du = (Du)⊤(Du) = ∥Du∥22 .

因为 D 满列秩，所以 Du = 0 只有零解 u = 0。当 u ̸= 0 时，Du ̸= 0，于是
∥Du∥22 > 0.

因此 D⊤D 正定，从而可逆。目标函数是二次凸函数，梯度为零的点就是唯一全局最小
点。将梯度置零得到正规方程，解出上式。
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8.4 完整数字例子：二维参数
令

D =


1 0

1 1

1 2

 , x =


1

2

2

 .

我们要求
h∗ = arg min

h∈R2

∥x−Dh∥22 .

设
h =

[
h1

h2

]
.

先算

Dh =


1 · h1 + 0 · h2

1 · h1 + 1 · h2

1 · h1 + 2 · h2

 =


h1

h1 + h2

h1 + 2h2

 .

误差为

x−Dh =


1− h1

2− h1 − h2

2− h1 − 2h2

 .

平方误差为
f(h1, h2) = (1− h1)

2 + (2− h1 − h2)
2 + (2− h1 − 2h2)

2.

可以直接求偏导，也可以用矩阵公式。这里两种都做。
先用矩阵公式。计算 D⊤D：

D⊤ =

[
1 1 1

0 1 2

]
.

于是

D⊤D =

[
1 1 1

0 1 2

]
1 0

1 1

1 2


=

[
1 · 1 + 1 · 1 + 1 · 1 1 · 0 + 1 · 1 + 1 · 2
0 · 1 + 1 · 1 + 2 · 1 0 · 0 + 1 · 1 + 2 · 2

]

=

[
3 3

3 5

]
.

28



从线性代数到 LASSO 第八章 最小二乘的完整推导

再计算 D⊤x：

D⊤x =

[
1 1 1

0 1 2

]
1

2

2


=

[
1 · 1 + 1 · 2 + 1 · 2
0 · 1 + 1 · 2 + 2 · 2

]

=

[
5

6

]
.

正规方程为 [
3 3

3 5

][
h1

h2

]
=

[
5

6

]
.

展开成方程组：

3h1 + 3h2 = 5,

3h1 + 5h2 = 6.

第二式减第一式：

(3h1 + 5h2)− (3h1 + 3h2) = 6− 5,

2h2 = 1,

h2 =
1

2
.

代回第一式：

3h1 + 3 · 1
2
= 5,

3h1 +
3

2
= 5,

3h1 = 5− 3

2
=

10

2
− 3

2
=

7

2
,

h1 =
7

6
.

因此
h∗ =

[
7/6

1/2

]
.

验证近似结果：

Dh∗ =


7/6

7/6 + 1/2

7/6 + 2 · 1/2

 =


7/6

7/6 + 3/6

7/6 + 6/6

 =


7/6

10/6

13/6

 .
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误差为

x−Dh∗ =


1− 7/6

2− 10/6

2− 13/6

 =


−1/6
2/6

−1/6

 .

平方误差为 (
−1

6

)2

+

(
2

6

)2

+

(
−1

6

)2

=
1

36
+

4

36
+

1

36
=

6

36
=

1

6
.
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第九章 投影观点与不可逆情形

9.1 最小二乘是在做投影
最小二乘选择 h∗，使得

Dh∗ ∈ span{d1, . . . , dk}

尽量接近 x。因此 Dh∗ 是 x 在 D 的列空间上的投影。

命题 9.1 (残差正交). 若 h∗ 是最小二乘解，则残差

r∗ = x−Dh∗

与 D 的每一列正交，即
d⊤j r

∗ = 0, j = 1, 2, . . . , k.

矩阵形式为
D⊤r∗ = 0.

证明. 正规方程为
D⊤Dh∗ = D⊤x.

移项得到
D⊤x−D⊤Dh∗ = 0.

提取 D⊤：
D⊤(x−Dh∗) = 0.

因为 r∗ = x−Dh∗，所以
D⊤r∗ = 0.

其第 j 个坐标为
(D⊤r∗)j = d⊤j r

∗ = 0.
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9.2 当 D⊤D 不可逆时
如果 D 的列线性相关，则 D⊤D 不可逆。此时最小二乘解可能不唯一。例子：

D =

[
1 2

0 0

]
, x =

[
1

0

]
.

令
h =

[
h1

h2

]
.

则
Dh =

[
h1 + 2h2

0

]
.

若要求 Dh = x，需要
h1 + 2h2 = 1.

这个方程有无穷多解。例如

h2 = 0⇒ h1 = 1, h2 =
1

2
⇒ h1 = 0, h2 = 1⇒ h1 = −1.

因此所有
h =

[
1− 2t

t

]
, t ∈ R

都能让误差为零。

9.3 Moore-Penrose 伪逆
定义 9.1 (伪逆解). 当最小二乘解不唯一时，常选 L2 范数最小的那个解：

h+ = arg min{∥h∥2 : h ∈ arg min
z
∥x−Dz∥22}.

它可以写作
h+ = D+x,

其中 D+ 是 Moore-Penrose 伪逆。

进阶读者
伪逆和奇异值分解密切相关。如果 D = UΣV ⊤，则

D+ = V Σ+U⊤,

其中 Σ+ 把非零奇异值取倒数，再转置矩阵形状。这个话题不是理解 LASSO 的必
要前提，但对数值稳定性非常重要。
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第二部分

第二阶段：从最小二乘到稀疏表示
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第十章 稀疏性与 L0 问题

10.1 什么是稀疏
定义 10.1 (稀疏向量). 如果向量中大多数元素为零，则称它是稀疏的。例如

h =



3

0

0

−2
0


只有两个非零元素，因此是稀疏的。
在 x ≈ Dh 中，如果 h 稀疏，表示 x 只需要少数列向量就能近似。例如

h =



0

2

0

−1
0


时

Dh = 0 · d1 + 2d2 + 0 · d3 + (−1)d4 + 0 · d5
= 2d2 − d4.

真正用到的只有 d2 和 d4。

10.2 L0 稀疏优化
理想的稀疏问题可以写作

h∗ = arg min
h

∥x−Dh∥22 subject to ∥h∥0 ≤ s.

这句话展开为：在所有满足
∥h∥0 ≤ s
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的向量中，寻找使

∥x−Dh∥22 =
m∑
i=1

(
xi −

k∑
j=1

dijhj

)2

最小的 h。

10.3 为什么 L0 难
如果 h ∈ Rk，且最多允许 s 个非零元素，那么要先选择哪些位置可以非零。选择恰

好 r 个位置的方式数为 (
k

r

)
=

k!

r!(k − r)!
.

最多 s 个非零位置时，总候选支持集数为
s∑

r=0

(
k

r

)
.

例如 k = 100，s = 3，则
3∑

r=0

(
100

r

)
=

(
100

0

)
+

(
100

1

)
+

(
100

2

)
+

(
100

3

)
= 1 + 100 +

100 · 99
2

+
100 · 99 · 98
3 · 2 · 1

= 1 + 100 + 4950 + 161700

= 166751.

这还只是选择位置，不包括每个位置上的系数求解。

10.4 固定支持集后的最小二乘
假设已经选定支持集

S ⊆ {1, 2, . . . , k},

并要求
hj = 0 (j /∈ S).

记 DS 为取出 D 中支持集 S 对应列得到的子矩阵，hS 为对应系数。则问题变成

min
hS

∥x−DShS∥22 .

若 D⊤
SDS 可逆，则

h∗
S = (D⊤

SDS)
−1D⊤

S x.

完整 L0 搜索就是对许多 S 重复这件事，再比较误差。
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进阶读者
L0 优化本质上是连续优化和组合优化的混合：固定支持集后是最小二乘；选择支
持集是组合搜索。这也是为什么会出现 OMP、IHT、基追踪、LASSO 等替代方法。
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第十一章 正则化：从过拟合到约束偏好

11.1 普通最小二乘只关心拟合
普通最小二乘是

h∗ = arg min
h

∥x−Dh∥22 .

它只关心 Dh 和 x 是否接近，而不关心 h 是否大、是否稀疏、是否稳定。

11.2 正则化的通用形式
定义 11.1 (正则化). 正则化是在拟合误差外加入对参数的惩罚：

h∗ = arg min
h

(拟合误差+ λ ·复杂度惩罚) .
典型写法为

h∗ = arg min
h

(
∥x−Dh∥22 + λR(h)

)
,

其中 R(h) 是正则项，λ ≥ 0 控制惩罚强度。

11.3 Ridge：L2 正则化
Ridge regression 使用

R(h) = ∥h∥22 .

所以目标函数是
Jridge(h) =

1

2
∥x−Dh∥22 +

λ

2
∥h∥22 .

完全展开为
Jridge(h) =

1

2

m∑
i=1

(
xi −

k∑
j=1

dijhj

)2

+
λ

2

k∑
j=1

h2
j .

求梯度。第一项梯度已经推导过：

∇h
1

2
∥x−Dh∥22 = D⊤Dh−D⊤x.
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第二项是
λ

2
∥h∥22 =

λ

2
(h2

1 + · · ·+ h2
k).

对 hj 求偏导：
∂

∂hj

λ

2
h2
j = λhj.

所以整体梯度为
∇Jridge(h) = D⊤Dh−D⊤x+ λh.

令其为零：

D⊤Dh−D⊤x+ λh = 0,

D⊤Dh+ λh = D⊤x,

(D⊤D + λI)h = D⊤x.

若 D⊤D + λI 可逆，则
h∗ = (D⊤D + λI)−1D⊤x.

11.4 LASSO：L1 正则化
LASSO 使用

R(h) = ∥h∥1 .

典型目标为
Jlasso(h) =

1

2
∥x−Dh∥22 + λ ∥h∥1 .

完全展开为
Jlasso(h) =

1

2

m∑
i=1

(
xi −

k∑
j=1

dijhj

)2

+ λ
k∑

j=1

|hj| .

这里第一项希望拟合好，第二项希望 h 的绝对值总和小。由于绝对值在 0 处有尖角，这
个目标会把一些系数推到精确的零。

11.5 λ 的作用
当 λ = 0 时，LASSO 退化为普通最小二乘：

J(h) =
1

2
∥x−Dh∥22 .

当 λ 很大时，目标强烈惩罚 ∥h∥1，会倾向于让 h 更接近零，甚至全部为零。
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易错点
λ 不是“越大越好”。λ 小时拟合好但可能不稀疏；λ 大时稀疏但可能欠拟合。实际
应用中常用交叉验证或验证集选择 λ。
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第十二章 凸性、子梯度与最优性条件

12.1 凸集合
定义 12.1 (凸集合). 集合 C 是凸的，如果对任意 u, v ∈ C 和任意 t ∈ [0, 1]，都有

tu+ (1− t)v ∈ C.

直观上，凸集合中任意两点连线都仍在集合内。

12.2 凸函数
定义 12.2 (凸函数). 函数 f : C → R 是凸函数，如果对任意 u, v ∈ C 和 t ∈ [0, 1]，有

f(tu+ (1− t)v) ≤ tf(u) + (1− t)f(v).

例 12.1. f(h) = h2 是凸函数。我们验证一维情况。取 u, v ∈ R，t ∈ [0, 1]：
tu+ (1− t)v = v + t(u− v).

凸性需要
(tu+ (1− t)v)2 ≤ tu2 + (1− t)v2.

计算右边减左边：
tu2 + (1− t)v2 − (tu+ (1− t)v)2

= tu2 + (1− t)v2 −
[
t2u2 + 2t(1− t)uv + (1− t)2v2

]
= t(1− t)u2 − 2t(1− t)uv + t(1− t)v2

= t(1− t)(u2 − 2uv + v2)

= t(1− t)(u− v)2

≥ 0.

所以 h2 是凸函数。
引理 12.1 (凸函数之和仍凸). 如果 f 和 g 都是凸函数，且 α, β ≥ 0，那么

F (x) = αf(x) + βg(x)

也是凸函数。
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证明. 对任意 u, v 和 t ∈ [0, 1]，由 f, g 的凸性得

f(tu+ (1− t)v) ≤ tf(u) + (1− t)f(v),

g(tu+ (1− t)v) ≤ tg(u) + (1− t)g(v).

两式分别乘以非负数 α, β 后相加：

αf(tu+ (1− t)v) + βg(tu+ (1− t)v)

≤ α[tf(u) + (1− t)f(v)] + β[tg(u) + (1− t)g(v)]

= t[αf(u) + βg(u)] + (1− t)[αf(v) + βg(v)]

= tF (u) + (1− t)F (v).

所以 F 凸。

12.3 最小二乘和 L1 都是凸的
最小二乘项

f(h) =
1

2
∥x−Dh∥22

是凸的，因为它是二次函数，Hessian 为

∇2f(h) = D⊤D.

对任意 u，
u⊤D⊤Du = ∥Du∥22 ≥ 0,

所以 D⊤D 半正定。
L1 项

g(h) = λ ∥h∥1 = λ
k∑

j=1

|hj|

也是凸的，因为绝对值函数凸，非负加权求和仍凸。因此 LASSO 目标

F (h) =
1

2
∥x−Dh∥22 + λ ∥h∥1

是凸函数。

12.4 绝对值不可导与子梯度
绝对值函数

ϕ(h) = |h|
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在 h ̸= 0 时可导：

ϕ′(h) =

1, h > 0,

−1, h < 0.

但在 h = 0 处，左导数为 −1，右导数为 1，普通导数不存在。

定义 12.3 (子梯度). 对凸函数 f，向量 g 是 f 在 x 处的一个子梯度，如果对所有 y 有

f(y) ≥ f(x) + g⊤(y − x).

所有子梯度组成的集合记为 ∂f(x)。

引理 12.2 (绝对值函数的子梯度).

∂ |h| =


{1}, h > 0,

[−1, 1], h = 0,

{−1}, h < 0.

证明. 当 h > 0 时，|h| = h，斜率为 1，所以子梯度是 {1}。当 h < 0 时，|h| = −h，斜
率为 −1，所以子梯度是 {−1}。
当 h = 0 时，要求 g 满足对所有 y，

|y| ≥ |0|+ g(y − 0) = gy.

即
|y| ≥ gy.

若 y > 0，两边除以正数 y，得到
1 ≥ g.

若 y < 0，两边除以负数 y 时不等号反向：

−1 ≤ g.

所以
−1 ≤ g ≤ 1,

即 g ∈ [−1, 1]。

12.5 LASSO 的最优性条件
LASSO 目标是

F (h) =
1

2
∥x−Dh∥22 + λ ∥h∥1 .
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第一项可微，梯度为
D⊤(Dh− x).

第二项的子梯度为
∂ ∥h∥1 = ∂

(
k∑

j=1

|hj|

)
.

逐坐标写为

zj ∈ ∂ |hj| =


{1}, hj > 0,

[−1, 1], hj = 0,

{−1}, hj < 0.

因此最优性条件是
0 ∈ D⊤(Dh∗ − x) + λ∂ ∥h∗∥1 .

逐坐标写为
0 ∈ d⊤j (Dh∗ − x) + λ∂

∣∣h∗
j

∣∣ , j = 1, . . . , k.

也就是说： 
d⊤j (Dh∗ − x) + λ = 0, h∗

j > 0,

d⊤j (Dh∗ − x)− λ = 0, h∗
j < 0,

d⊤j (Dh∗ − x) ∈ [−λ, λ], h∗
j = 0.

第三行可以写成 ∣∣d⊤j (Dh∗ − x)
∣∣ ≤ λ 当h∗

j = 0.

直觉
LASSO 把一个系数设为零的条件是：这个变量对误差的“推动力”不够大。准确
说，当相关性 ∣∣d⊤j (Dh∗ − x)

∣∣ 没超过阈值 λ 时，h∗
j = 0 可以满足最优性条件。
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第十三章 LASSO 的形式与等价观点

13.1 惩罚形式
最常见形式是

h∗ = arg min
h

(
1

2
∥x−Dh∥22 + λ ∥h∥1

)
.

完全展开为

h∗ = arg min
h1,...,hk

1
2

m∑
i=1

(
xi −

k∑
j=1

dijhj

)2

+ λ
k∑

j=1

|hj|

 .

13.2 约束形式
另一种形式是

h∗ = arg min
h

1

2
∥x−Dh∥22 subject to ∥h∥1 ≤ t.

展开约束为
|h1|+ |h2|+ · · ·+ |hk| ≤ t.

展开目标为
1

2

m∑
i=1

(
xi −

k∑
j=1

dijhj

)2

.

进阶读者
在合适条件下，惩罚形式和约束形式之间存在对应关系：某个 λ 对应某个 t。但这
个对应关系通常不是显式给定的，需要通过求解路径或交叉验证来寻找。

13.3 基追踪去噪形式
在信号处理中，还常见

min
h
∥h∥1 subject to ∥x−Dh∥2 ≤ ε.

它的含义是：在重构误差不超过 ε 的前提下，寻找 L1 范数最小的表示。
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13.4 为什么 L1 可以替代 L0
L0 直接数非零元素：

∥h∥0 = #{j : hj ̸= 0}.

L1 求绝对值和：
∥h∥1 =

k∑
j=1

|hj| .

二者不相等。但 L1的等高线在坐标轴上有尖角，这些尖角使得优化解容易落在某些坐标
为零的位置。

h1

h2

∥h∥1 ≤ c

h1

h2

∥h∥2 ≤ c

图 13.1: 二维中 L1 球是菱形，L2 球是圆。L1 的尖角位于坐标轴上，因此更容易产生坐
标为零的解。
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第十四章 Soft-thresholding：一维
LASSO 的完整推导

14.1 问题形式
考虑一维问题

min
h

q(h) =
1

2
(h− z)2 + λ |h| , λ ≥ 0.

这个问题是 LASSO 的核心积木。它的解记为

h∗ = Sλ(z).

我们不直接给结果，而是分三种情况推导。

14.2 情况一：假设 h > 0

如果 h > 0，则
|h| = h.

目标函数变成
q(h) =

1

2
(h− z)2 + λh.

求导：

q′(h) =
1

2
· 2(h− z) · 1 + λ

= h− z + λ.

令导数为零：

h− z + λ = 0,

h = z − λ.

但这一段推导基于假设 h > 0，所以还需要

z − λ > 0.
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也就是
z > λ.

因此当 z > λ 时，候选解为
h∗ = z − λ.

14.3 情况二：假设 h < 0

如果 h < 0，则
|h| = −h.

目标函数变成
q(h) =

1

2
(h− z)2 − λh.

求导：

q′(h) =
1

2
· 2(h− z)− λ

= h− z − λ.

令导数为零：

h− z − λ = 0,

h = z + λ.

因为本情况假设 h < 0，所以需要
z + λ < 0,

即
z < −λ.

因此当 z < −λ 时，候选解为
h∗ = z + λ.

14.4 情况三：h = 0

在 h = 0 处不能用普通导数，但可以用子梯度。目标函数子梯度为

∂q(h) = h− z + λ∂ |h| .

在 h = 0 时
∂q(0) = 0− z + λ[−1, 1] = −z + λ[−1, 1].

最优条件是
0 ∈ ∂q(0).
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于是
0 ∈ −z + λ[−1, 1].

这表示存在某个 u ∈ [−1, 1]，使得

0 = −z + λu.

逐步解出：

0 = −z + λu,

z = λu,

u =
z

λ
(λ > 0).

要让 u ∈ [−1, 1]，必须
−1 ≤ z

λ
≤ 1.

两边乘以正数 λ：
−λ ≤ z ≤ λ.

因此当
|z| ≤ λ

时，h∗ = 0。

14.5 合并三种情况
综上，软阈值算子为

Sλ(z) =


z − λ, z > λ,

0, −λ ≤ z ≤ λ,

z + λ, z < −λ.

也可以写成紧凑形式
Sλ(z) = sign(z)max(|z| − λ, 0).

这里

sign(z) =


1, z > 0,

0, z = 0,

−1, z < 0.
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14.6 数字例子
取 λ = 2。计算 S2(z)。

z = 5 : S2(5) = 5− 2 = 3,

z = 1 : −2 ≤ 1 ≤ 2, S2(1) = 0,

z = −1.5 : −2 ≤ −1.5 ≤ 2, S2(−1.5) = 0,

z = −7 : S2(−7) = −7 + 2 = −5.

z

Sλ(z)

−λ λ

图 14.1: 软阈值：小信号归零，大信号向零收缩。
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第十五章 特殊情形：正交设计下的
LASSO

15.1 D = I 的情形
如果

D = I,

那么 LASSO 变成
min
h

1

2
∥x− h∥22 + λ ∥h∥1 .

展开：
1

2
∥x− h∥22 + λ ∥h∥1 =

1

2

k∑
j=1

(xj − hj)
2 + λ

k∑
j=1

|hj| .

因为每个 hj 只出现在自己的那一项里，问题可以拆成 k 个一维问题：

min
hj

1

2
(hj − xj)

2 + λ |hj| , j = 1, 2, . . . , k.

根据上一章，解为
h∗
j = Sλ(xj).

因此
h∗ = Sλ(x)

表示对 x 的每个坐标分别做 soft-thresholding。

15.2 数字例子
设

x =


3

0.5

−4
1

 , λ = 1.

50



从线性代数到 LASSO 第十五章 特殊情形：正交设计下的 LASSO

逐坐标计算：

h∗
1 = S1(3) = 3− 1 = 2,

h∗
2 = S1(0.5) = 0,

h∗
3 = S1(−4) = −4 + 1 = −3,

h∗
4 = S1(1) = 0.

所以

h∗ =


2

0

−3
0

 .

这个解是稀疏的，因为第二和第四个系数变成了零。

15.3 正交列情形
若 D⊤D = I，则

1

2
∥x−Dh∥22 =

1

2
x⊤x− h⊤D⊤x+

1

2
h⊤h.

令
z = D⊤x.

则与 h 有关的部分是
1

2
h⊤h− z⊤h+ λ ∥h∥1 .

逐坐标展开：
k∑

j=1

(
1

2
h2
j − zjhj + λ |hj|

)
.

配方：
1

2
h2
j − zjhj =

1

2
(h2

j − 2zjhj)

=
1

2

[
(hj − zj)

2 − z2j
]

=
1

2
(hj − zj)

2 − 1

2
z2j .

因为 −1
2
z2j 与 hj 无关，所以每个坐标求解

min
hj

1

2
(hj − zj)

2 + λ |hj| .

因此
h∗
j = Sλ(zj) = Sλ((D

⊤x)j).
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矩阵形式为
h∗ = Sλ(D

⊤x).

进阶读者
正交设计是 LASSO 中少数能写出显式解的情形。一般 D⊤D ̸= I 时，各个坐标耦
合在一起，不能直接对 D⊤x 做一次 soft-thresholding 得到精确解。
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第十六章 坐标下降法：逐坐标求解
LASSO

16.1 思想
坐标下降法每次只更新一个变量 hj，把其他变量暂时固定。LASSO虽然整体没有简

单闭式解，但单个坐标的子问题可以用 soft-thresholding 解。

16.2 分离第 j 个变量
LASSO 目标为

F (h) =
1

2
∥x−Dh∥22 + λ

k∑
ℓ=1

|hℓ| .

按列写
Dh =

k∑
ℓ=1

dℓhℓ.

固定除 hj 以外的变量，定义部分残差

r(−j) = x−
∑
ℓ̸=j

dℓhℓ.

则
x−Dh = x−

∑
ℓ̸=j

dℓhℓ − djhj = r(−j) − djhj.

所以关于 hj 的子问题是
min
hj

1

2

∥∥r(−j) − djhj

∥∥2
2
+ λ |hj| .

其他 ℓ ̸= j 的 λ |hℓ| 都是常数，更新 hj 时可以忽略。

16.3 把子问题展开到一维二次式
展开平方项：

1

2

∥∥r(−j) − djhj

∥∥2
2
=

1

2
(r(−j) − djhj)

⊤(r(−j) − djhj)
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=
1

2

[
(r(−j))⊤r(−j) − 2hjd

⊤
j r

(−j) + h2
jd

⊤
j dj
]
.

令
aj = d⊤j dj = ∥dj∥

2
2 , bj = d⊤j r

(−j).

那么与 hj 有关的部分是
1

2
ajh

2
j − bjhj + λ |hj| .

配方：
1

2
ajh

2
j − bjhj =

1

2
aj

(
h2
j − 2

bj
aj
hj

)
=

1

2
aj

[
(hj −

bj
aj
)2 −

(
bj
aj

)2
]

=
1

2
aj

(
hj −

bj
aj

)2

− 1

2

b2j
aj
.

最后一项与 hj 无关，可忽略。因此子问题等价于

min
hj

1

2
aj

(
hj −

bj
aj

)2

+ λ |hj| .

如果 aj > 0，除以正数 aj 不改变最小点：

min
hj

1

2

(
hj −

bj
aj

)2

+
λ

aj
|hj| .

根据 soft-thresholding，
h∗
j = Sλ/aj

(
bj
aj

)
.

等价写法为
h∗
j =

1

aj
Sλ(bj).

16.4 坐标下降算法
给定初始值 h(0)，重复以下步骤：

1. 对 j = 1, 2, . . . , k 逐个更新；

2. 计算
r(−j) = x−

∑
ℓ̸=j

dℓhℓ;

3. 计算
aj = ∥dj∥22 , bj = d⊤j r

(−j);

4. 更新
hj ← Sλ/aj

(
bj
aj

)
.
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16.5 完整手算一轮
令

D =

[
1 0

0 1

]
, x =

[
3

0.5

]
, λ = 1, h(0) =

[
0

0

]
.

更新 h1。因为 d1 =

[
1

0

]
，d2 =

[
0

1

]
，且 h2 = 0，所以

r(−1) = x− d2h2 =

[
3

0.5

]
.

计算
a1 = d⊤1 d1 = 12 + 02 = 1,

b1 = d⊤1 r
(−1) = 1 · 3 + 0 · 0.5 = 3.

更新
h1 ← S1/1(3/1) = S1(3) = 3− 1 = 2.

更新 h2。此时 h1 = 2，所以

r(−2) = x− d1h1 =

[
3

0.5

]
−

[
1

0

]
2 =

[
3

0.5

]
−

[
2

0

]
=

[
1

0.5

]
.

计算
a2 = d⊤2 d2 = 02 + 12 = 1,

b2 = d⊤2 r
(−2) = 0 · 1 + 1 · 0.5 = 0.5.

更新
h2 ← S1(0.5) = 0.

一轮后
h(1) =

[
2

0

]
.
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第十七章 近端算子与 ISTA

17.1 把 LASSO 拆成两部分
定义

f(h) =
1

2
∥x−Dh∥22 , g(h) = λ ∥h∥1 .

则 LASSO 是
min
h

F (h) = f(h) + g(h).

f 光滑可导，g 不光滑但有简单近端算子。

17.2 梯度下降回顾
如果只最小化 f(h)，梯度下降为

h(t+1) = h(t) − η∇f(h(t)).

这里
∇f(h) = D⊤(Dh− x).

所以
h(t+1) = h(t) − ηD⊤(Dh(t) − x).

17.3 近端算子定义
定义 17.1 (近端算子). 给定函数 g 和步长 η > 0，其近端算子定义为

proxηg(u) = arg min
z

(
1

2
∥z − u∥22 + ηg(z)

)
.

当
g(z) = λ ∥z∥1 ,

有
proxηλ∥·∥1(u) = Sηλ(u),

其中 soft-thresholding 对每个坐标分别作用。
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17.4 推导 L1 近端算子
根据定义

proxηλ∥·∥1(u) = arg min
z

(
1

2
∥z − u∥22 + ηλ ∥z∥1

)
.

展开：
1

2
∥z − u∥22 + ηλ ∥z∥1 =

1

2

k∑
j=1

(zj − uj)
2 + ηλ

k∑
j=1

|zj| .

按坐标分解：
k∑

j=1

[
1

2
(zj − uj)

2 + ηλ |zj|
]
.

每个坐标的最小化都是
min
zj

1

2
(zj − uj)

2 + ηλ |zj| .

根据一维推导，
z∗j = Sηλ(uj).

因此

proxηλ∥·∥1(u) =


Sηλ(u1)

Sηλ(u2)
...

Sηλ(uk)

 .

17.5 ISTA 公式
ISTA 先对光滑项做一步梯度下降：

u(t) = h(t) − η∇f(h(t)).

代入梯度：
u(t) = h(t) − ηD⊤(Dh(t) − x).

然后对 L1 项做近端映射：
h(t+1) = Sηλ(u

(t)).

合并得到
h(t+1) = Sηλ

(
h(t) − ηD⊤(Dh(t) − x)

)
.
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17.6 步长条件
梯度

∇f(h) = D⊤(Dh− x)

的 Lipschitz 常数为
L = λmax(D

⊤D) = ∥D∥22 .

通常选择
0 < η ≤ 1

L
.

进阶读者
FISTA 是 ISTA 的加速版本，典型收敛率从 ISTA 的 O(1/t) 改善到 O(1/t2)。但理
解 FISTA 前必须先理解：光滑项梯度步加非光滑项近端步。
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第十八章 L1 与 L2 正则化的几何差异

18.1 二维 L2 约束
二维 L2 约束为

∥h∥2 ≤ c.

展开： √
h2
1 + h2

2 ≤ c.

两边非负，平方得到
h2
1 + h2

2 ≤ c2.

这是圆盘。

18.2 二维 L1 约束
二维 L1 约束为

∥h∥1 ≤ c.

展开：
|h1|+ |h2| ≤ c.

分四个象限看。
第一象限 h1 ≥ 0, h2 ≥ 0：

h1 + h2 ≤ c.

第二象限 h1 ≤ 0, h2 ≥ 0：
−h1 + h2 ≤ c.

第三象限 h1 ≤ 0, h2 ≤ 0：
−h1 − h2 ≤ c.

第四象限 h1 ≥ 0, h2 ≤ 0：
h1 − h2 ≤ c.

这四条边围成菱形。
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18.3 为什么尖角导致稀疏
约束形式的 LASSO 可以写成

min
h

1

2
∥x−Dh∥22 subject to ∥h∥1 ≤ t.

平方误差的等高线通常是椭圆。优化时，最小椭圆会刚好碰到 L1 菱形。由于菱形尖角
在坐标轴上，碰到尖角的概率较高。若碰到 h1 = 0 的轴，则最优解中 h1 = 0；若碰到
h2 = 0 的轴，则 h2 = 0。

18.4 L2 为什么通常不产生精确零
Ridge 的约束形式是

min
h

1

2
∥x−Dh∥22 subject to ∥h∥2 ≤ t.

L2 球是圆，没有坐标轴尖角。最优点通常落在光滑边界上，系数被缩小，但不容易精确
等于零。

本节小结
L2 正则化更像“整体收缩”，L1 正则化更像“收缩加截断”。这就是 Ridge 常产生
小而密的系数，LASSO 常产生稀疏系数的根本差异。
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第三部分

第三阶段：综合例题、扩展与实践
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第十九章 完整综合例题一：从 x ≈ Dh 到
最小二乘

19.1 题目
给定

D =


1 0

0 1

1 1

 , x =


1

2

2

 .

求
h∗ = arg min

h

∥x−Dh∥22 .

19.2 第一步：写出 Dh

设
h =

[
h1

h2

]
.

则

Dh =


1 · h1 + 0 · h2

0 · h1 + 1 · h2

1 · h1 + 1 · h2

 =


h1

h2

h1 + h2

 .

19.3 第二步：写出误差

x−Dh =


1

2

2

−


h1

h2

h1 + h2

 =


1− h1

2− h2

2− h1 − h2

 .
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19.4 第三步：写出平方误差

f(h1, h2) = (1− h1)
2 + (2− h2)

2 + (2− h1 − h2)
2.

19.5 第四步：展开并求偏导
先展开三项：

(1− h1)
2 = h2

1 − 2h1 + 1,

(2− h2)
2 = h2

2 − 4h2 + 4,

(2− h1 − h2)
2 = (h1 + h2 − 2)2

= h2
1 + h2

2 + 4 + 2h1h2 − 4h1 − 4h2.

所以

f(h1, h2) = h2
1 − 2h1 + 1 + h2

2 − 4h2 + 4

+ h2
1 + h2

2 + 4 + 2h1h2 − 4h1 − 4h2

= 2h2
1 + 2h2

2 + 2h1h2 − 6h1 − 8h2 + 9.

偏导为
∂f

∂h1

= 4h1 + 2h2 − 6,

∂f

∂h2

= 4h2 + 2h1 − 8.

令偏导为零：

4h1 + 2h2 − 6 = 0,

2h1 + 4h2 − 8 = 0.

化简：

2h1 + h2 = 3,

h1 + 2h2 = 4.

从第一式得
h2 = 3− 2h1.

代入第二式：

h1 + 2(3− 2h1) = 4,
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h1 + 6− 4h1 = 4,

−3h1 = −2,

h1 =
2

3
.

再代回
h2 = 3− 2 · 2

3
= 3− 4

3
=

5

3
.

所以
h∗ =

[
2/3

5/3

]
.

19.6 第五步：验证误差

Dh∗ =


2/3

5/3

2/3 + 5/3

 =


2/3

5/3

7/3

 .

误差：

x−Dh∗ =


1− 2/3

2− 5/3

2− 7/3

 =


1/3

1/3

−1/3

 .

平方误差： (
1

3

)2

+

(
1

3

)2

+

(
−1

3

)2

=
1

9
+

1

9
+

1

9
=

1

3
.
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第二十章 完整综合例题二：LASSO 手算

20.1 题目
给定

D = I3, x =


2.5

0.8

−3

 , λ = 1.

求
h∗ = arg min

h

(
1

2
∥x− h∥22 + λ ∥h∥1

)
.

20.2 展开目标函数
因为 D = I3，所以 Dh = h。设

h =


h1

h2

h3

 .

目标函数为

F (h) =
1

2

[
(2.5− h1)

2 + (0.8− h2)
2 + (−3− h3)

2
]
+ |h1|+ |h2|+ |h3| .

它可分解为三部分：
F (h) = F1(h1) + F2(h2) + F3(h3),

其中
F1(h1) =

1

2
(h1 − 2.5)2 + |h1| ,

F2(h2) =
1

2
(h2 − 0.8)2 + |h2| ,

F3(h3) =
1

2
(h3 − (−3))2 + |h3| .
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20.3 逐坐标 soft-thresholding
根据 Sλ(z)，有

h∗
j = S1(xj).

逐项计算：

h∗
1 = S1(2.5) = 2.5− 1 = 1.5,

h∗
2 = S1(0.8) = 0 (因为− 1 ≤ 0.8 ≤ 1),

h∗
3 = S1(−3) = −3 + 1 = −2.

所以

h∗ =


1.5

0

−2

 .

20.4 检查最优性条件
当 D = I 时，LASSO 最优性条件是

0 ∈ h∗ − x+ λ∂ ∥h∗∥1 .

逐坐标检查。
第一个坐标：

h∗
1 = 1.5 > 0, ∂ |h∗

1| = {1}.

所以
h∗
1 − x1 + 1 = 1.5− 2.5 + 1 = 0.

第二个坐标：
h∗
2 = 0, ∂ |0| = [−1, 1].

需要
0 ∈ 0− 0.8 + [−1, 1].

即存在 u ∈ [−1, 1]，使
−0.8 + u = 0.

取
u = 0.8 ∈ [−1, 1]

即可。
第三个坐标：

h∗
3 = −2 < 0, ∂ |h∗

3| = {−1}.
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所以
h∗
3 − x3 − 1 = −2− (−3)− 1 = 0.

三个坐标均满足最优性条件，因此解正确。
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第二十一章 从单样本到多样本：X ≈ DH

21.1 单样本形式
单个样本的表示是

x ≈ Dh,

其中
x ∈ Rm, D ∈ Rm×k, h ∈ Rk.

21.2 多个样本
若有 n 个样本

x1, x2, . . . , xn ∈ Rm,

把它们并成矩阵
X =

[
x1 x2 · · · xn

]
∈ Rm×n.

每个样本有自己的系数
h1, h2, . . . , hn ∈ Rk,

组成
H =

[
h1 h2 · · · hn

]
∈ Rk×n.

于是
X ≈ DH.

第 i 个样本对应
xi ≈ Dhi.

21.3 Frobenius 范数
定义 21.1 (Frobenius 范数). 对矩阵

A =


a11 · · · a1n
... . . . ...

am1 · · · amn

 ,
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定义
∥A∥2F =

m∑
i=1

n∑
j=1

a2ij.

多样本最小二乘可写为
min
H
∥X −DH∥2F .

展开为
∥X −DH∥2F =

m∑
p=1

n∑
q=1

(
xpq −

k∑
j=1

dpjhjq

)2

.

也可按列写成
∥X −DH∥2F =

n∑
q=1

∥xq −Dhq∥22 .

21.4 多样本 LASSO / 稀疏编码
若希望每个样本的系数都稀疏，可以写成

min
H

1

2
∥X −DH∥2F + λ ∥H∥1 ,

其中
∥H∥1 =

k∑
j=1

n∑
q=1

|hjq| .

完全展开为

min
hjq

1
2

m∑
p=1

n∑
q=1

(
xpq −

k∑
j=1

dpjhjq

)2

+ λ
k∑

j=1

n∑
q=1

|hjq|

 .

21.5 字典学习
如果 D 也未知，就进入字典学习：

min
D,H

1

2
∥X −DH∥2F + λ ∥H∥1 subject to ∥dj∥2 ≤ 1, j = 1, . . . , k.

约束 ∥dj∥2 ≤ 1 是为了避免尺度不唯一。因为

djhjq = (cdj)

(
hjq

c

)
对任意 c ̸= 0 都相同，如果不控制 D 的列长度，就可能把 D 放大、把 H 缩小，从而人
为减小 ∥H∥1。
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进阶读者
字典学习对 D 和 H 联合起来通常不是凸问题。但若固定 D，对 H 是 LASSO；若
固定 H，对 D 是带约束的最小二乘。因此常用交替最小化。
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第二十二章 常见误区与检查清单

22.1 误区一：把 ∥x∥2 和 ∥x∥22 混淆

∥x∥2 =
√
x2
1 + · · ·+ x2

m,

而
∥x∥22 = x2

1 + · · ·+ x2
m.

如果
x =

[
3

4

]
,

则
∥x∥2 = 5, ∥x∥22 = 25.

22.2 误区二：认为 L1 等于 L0
L0 是非零个数：

∥h∥0 = #{j : hj ̸= 0}.

L1 是绝对值和：
∥h∥1 =

k∑
j=1

|hj| .

例如

h =


100

0

0


有

∥h∥0 = 1, ∥h∥1 = 100.

所以二者不是一回事。L1 只是常用来鼓励稀疏。
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22.3 误区三：以为 arg min 是最小值
若

f(h) = (h− 3)2,

则
min
h

f(h) = 0, arg min
h

f(h) = 3.

前者是函数值，后者是变量。

22.4 误区四：忽略维度
写

x−Dh

之前必须检查
x ∈ Rm, Dh ∈ Rm.

若 D ∈ Rm×k 且 h ∈ Rk，则 Dh ∈ Rm，这时才可以与 x ∈ Rm 相减。

22.5 实用检查清单
遇到一个新公式时，按下面顺序检查：

1. 每个符号是什么类型：标量、向量、矩阵还是函数？

2. 每个对象的维度是多少？

3. 每次加法两边维度是否相同？

4. 每次乘法内侧维度是否匹配？

5. 目标函数最后是否是一个标量？

6. 若有 arg min，被优化变量是谁？

7. 若有正则化，惩罚的是误差、参数大小还是非零个数？
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第二十三章 矩阵求导速查与证明

23.1 标量对向量的梯度
如果

f(h) = a⊤h,

其中 a, h ∈ Rk，则
f(h) = a1h1 + a2h2 + · · ·+ akhk.

对 hj 求偏导：
∂f

∂hj

= aj.

所以
∇f(h) = a.

23.2 二次型求导
令

f(h) =
1

2
h⊤Ah,

其中 A = A⊤。展开：
h⊤Ah =

k∑
i=1

k∑
j=1

aijhihj.

对 hℓ 求偏导。包含 hℓ 的项分两类：i = ℓ 和 j = ℓ。因此

∂

∂hℓ

(h⊤Ah) =
k∑

j=1

aℓjhj +
k∑

i=1

aiℓhi.

因为 A 对称，aiℓ = aℓi，所以上式为

2
k∑

j=1

aℓjhj = 2(Ah)ℓ.

因此
∂

∂hℓ

1

2
h⊤Ah = (Ah)ℓ.
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把所有坐标放在一起，得到
∇h

1

2
h⊤Ah = Ah.

23.3 最小二乘梯度的另一种推导

J(h) =
1

2
(x−Dh)⊤(x−Dh).

展开：
J(h) =

1

2
x⊤x− h⊤D⊤x+

1

2
h⊤D⊤Dh.

第一项 1
2
x⊤x 与 h 无关，梯度为 0。第二项为

−h⊤D⊤x = −(D⊤x)⊤h,

梯度为
−D⊤x.

第三项中 D⊤D 对称，所以梯度为
D⊤Dh.

合并：
∇J(h) = D⊤Dh−D⊤x = D⊤(Dh− x).
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第二十四章 练习题与答案

24.1 基础练习
练习 24.1. 设

a =


2

−1
3

 , b =


0

4

1

 .

计算 a+ b、2a− b、a⊤b、∥a∥1、∥a∥22。

答案。

a+ b =


2 + 0

−1 + 4

3 + 1

 =


2

3

4

 .

2a− b =


4

−2
6

−

0

4

1

 =


4

−6
5

 .

a⊤b = 2 · 0 + (−1) · 4 + 3 · 1 = 0− 4 + 3 = −1.

∥a∥1 = |2|+ |−1|+ |3| = 2 + 1 + 3 = 6.

∥a∥22 = 22 + (−1)2 + 32 = 4 + 1 + 9 = 14.

练习 24.2. 设

D =


1 2

3 0

−1 1

 , h =

[
2

−1

]
.

计算 Dh。

答案。

Dh =


1 · 2 + 2 · (−1)
3 · 2 + 0 · (−1)

(−1) · 2 + 1 · (−1)

 =


2− 2

6 + 0

−2− 1

 =


0

6

−3

 .
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24.2 最小二乘练习
练习 24.3. 设

x =

[
1

3

]
, D =

[
1

1

]
.

求
arg min

h

∥x−Dh∥22 .

答案。
Dh =

[
h

h

]
, x−Dh =

[
1− h

3− h

]
.

目标函数：

f(h) = (1− h)2 + (3− h)2

= h2 − 2h+ 1 + h2 − 6h+ 9

= 2h2 − 8h+ 10.

导数：
f ′(h) = 4h− 8.

令导数为零：
4h− 8 = 0⇒ h = 2.

所以 h∗ = 2。

练习 24.4. 设

D =


1 0

0 1

1 1

 , x =


0

1

1

 .

用正规方程求最小二乘解。

答案。
D⊤ =

[
1 0 1

0 1 1

]
.

D⊤D =

[
1 0 1

0 1 1

]
1 0

0 1

1 1


=

[
1 · 1 + 0 · 0 + 1 · 1 1 · 0 + 0 · 1 + 1 · 1
0 · 1 + 1 · 0 + 1 · 1 0 · 0 + 1 · 1 + 1 · 1

]
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=

[
2 1

1 2

]
.

D⊤x =

[
1 0 1

0 1 1

]
0

1

1


=

[
1 · 0 + 0 · 1 + 1 · 1
0 · 0 + 1 · 1 + 1 · 1

]

=

[
1

2

]
.

正规方程： [
2 1

1 2

][
h1

h2

]
=

[
1

2

]
.

展开：

2h1 + h2 = 1,

h1 + 2h2 = 2.

第一式得 h2 = 1− 2h1。代入第二式：

h1 + 2(1− 2h1) = 2,

h1 + 2− 4h1 = 2,

−3h1 = 0,

h1 = 0.

所以
h2 = 1.

故
h∗ =

[
0

1

]
.

24.3 LASSO 练习
练习 24.5. 计算 S2(5)、S2(1)、S2(−3)、S2(−0.5)。

答案。
S2(5) = 5− 2 = 3.

S2(1) = 0 (|1| ≤ 2).
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S2(−3) = −3 + 2 = −1.

S2(−0.5) = 0 (|−0.5| ≤ 2).

练习 24.6. 设 D = I4，

x =


4

−1
0.2

−5

 , λ = 1.5.

求 LASSO 解。

答案。当 D = I 时
h∗
j = S1.5(xj).

逐项计算：

h∗
1 = S1.5(4) = 4− 1.5 = 2.5,

h∗
2 = S1.5(−1) = 0,

h∗
3 = S1.5(0.2) = 0,

h∗
4 = S1.5(−5) = −5 + 1.5 = −3.5.

因此

h∗ =


2.5

0

0

−3.5

 .
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从本书的推导可以看到，三个核心公式的含义分别是：

x ≈ Dh

表示用 D 的列向量线性组合近似 x；

h∗ = arg min
h

∥x−Dh∥22

表示寻找让平方误差最小的系数；

h∗ = arg min
h

(
1

2
∥x−Dh∥22 + λ ∥h∥1

)
表示在拟合误差和稀疏性之间做权衡。
最重要的计算链条是：

Dh =
k∑

j=1

djhj,

x−Dh =


x1 −

∑
j d1jhj

...
xm −

∑
j dmjhj

 ,

∥x−Dh∥22 =
m∑
i=1

(
xi −

k∑
j=1

dijhj

)2

,

∇h
1

2
∥x−Dh∥22 = D⊤(Dh− x),

0 ∈ D⊤(Dh∗ − x) + λ∂ ∥h∗∥1 ,

Sλ(z) =


z − λ, z > λ,

0, |z| ≤ λ,

z + λ, z < −λ.
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本节小结
真正理解 LASSO 不需要先掌握所有高级优化理论，但必须掌握四件事：矩阵乘法
是线性组合；最小二乘是平方误差最小；L1 是绝对值和；soft-thresholding 是 L1
产生稀疏的最小单元。
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