
RoPE（旋转位置编码）讲义
从问题、对象、约束到公式、引理、定理与工程实践

摘要

RoPE（Rotary Position Embedding）不是“把位置向量加到 token 上”这么简单，
它的核心是：把单个 attention head 的通道按二维一组拆开，在每一组上做与位置成正
比的旋转，从而让 query 和 key 的内积在代数上自动变成“内容项乘上相对位移相位”
的形式。这样一来，位置依赖不是以绝对位置直接相加进入模型，而是以相位差的方式

进入注意力打分。本讲义沿着“问题 - 对象 - 约束 - 形式定义 - 引理 - 定理 - 例子 -
工程”这条路线展开，并尽量把关键公式拆到二维 block、band、head 以及 attention
logit 的原子项层面。
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1 问题 6

1 问题

1.1 RoPE 要解决什么问题

在没有任何位置编码时，自注意力对输入 token的排列几乎是“置换等变”的。如果把
同一批 token 的顺序打乱，而内容向量本身不变，那么注意力层只看到一堆向量的相互相
似度，却看不到“第几个词在前，第几个词在后”。于是模型无法区分“猫追狗”和“狗追

猫”，也无法区分“定义在前、使用在后”还是“使用在前、定义在后”。

设第 p 个 token 的输入表示为 xp，线性投影后得到 query 与 key：

qp = WQxp, km = WKxm.

若不引入位置，注意力 logit 只有

ℓ(p,m) =
qT
p km√
dh

,

它只依赖内容，不显式依赖位置索引 p,m。RoPE 的目标不是“随便塞一点位置信号进去”，
而是让

位置进入 attention 的方式既有几何结构，又主要通过(m− p) 进入。

1.2 没有它之前卡在哪里

在 Transformer 的早期设计里，最常见的位置方案有两类：

第一类是把绝对位置向量直接加到输入上，即

x′
p = xp + ep.

然后再计算

qp = WQx′
p, km = WKx′

m.

这样位置当然进来了，但进入方式是“先加法混合，再投影”，模型最终学到的是绝对位置

与内容的缠绕表示。它能工作，但相对位移 m− p 并不是公式中天然出现的主角。

第二类是显式相对位置偏置，比如在 logit 里再加一个依赖 m− p 的项：

ℓ(p,m) =
qT
p km√
dh

+ bm−p.

这种方法把“相对距离”直接加到分数上，思路是对的，但它更像在打分层面外加一个修

正项，并没有把位移几何地嵌入 query-key 的比较本身。

RoPE 卡位的位置恰好在这里：我们希望 relative position 不是一个后加罚分项，也不
是输入层里被动混进去的绝对索引，而是变成“比较两个 token 时，它们的相位差就是位
置差”的内在机制。
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1.3 从绝对位置到相对位置的需求

自然语言、代码、数学表达、时间序列，都更关心相对次序关系。例如“当前词往前看

3 个 token”比“当前词在第 517 个位置”更具有可迁移性。因此，理想位置编码应满足：

(1) 模型知道顺序；

(2) 注意力打分更容易依赖相对位移而不是绝对编号；

(3) 长度扩大时仍然能以同一套规则工作；

(4) 不要显著增加参数量和计算复杂度。

RoPE的关键创新是：先对每个位置 p施加旋转 R(pθi)，再让 query和 key做内积。由
于旋转矩阵满足

R(a)TR(b) = R(b− a),

于是位置依赖会自动折叠为差值 b− a。也就是说，绝对位置被转成了相对相位差。这正是

RoPE 名字里“rotary”的本质含义。

2 对象

2.1 位置 p

本讲义中，位置 p 指序列中的离散索引，通常取

p ∈ {0, 1, 2, . . . , L− 1}.

如果另一个 token 的位置记为 m，那么二者的相对位移记为

∆ = m− p.

有时也有人使用 ∆ = p−m。两种记法都可以，但正弦项的符号会随之改变。本文统一采用

∆ = m− p.

从工程上看，位置 p 是整数；从几何上看，它会被映射成每个 band 上的相位

ϕi(p) = pθi.

因此 RoPE 并不是直接处理整数索引，而是处理“位置乘频率”得到的角度。
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2.2 注意力中的 q, k 向量

在单个 attention head 中，设 head 维度为 dh，并要求 dh 为偶数。令

dh = 2m.

于是一个 dh-维向量可以拆成 m 个二维块。对任意 x ∈ Rdh，记其第 i 个二维 block 为

x(i) =

[
x2i

x2i+1

]
, i = 0, 1, . . . ,m− 1.

单头里的 query 与 key 向量分别写成

q =


q0

q1

· · ·
qdh−1

 , k =


k0

k1

· · ·
kdh−1

 .

对应的第 i 个 block 为

q(i) =

[
q2i

q2i+1

]
, k(i) =

[
k2i

k2i+1

]
.

RoPE 处理的对象不是整条序列一起做一个高维大旋转，而是每一对通道单独做一个
二维旋转。这使得代数形式可解、几何解释直观、实现也只需要预先缓存 cos 和 sin。

2.3 内积与 token-pair 比较关系

注意力分数是 token-pair 之间的比较器。给定 query 位置 p 和 key 位置 m，单头 logit
为

ℓ(p,m) =
q̃T
p k̃m√
dh

,

其中 q̃p, k̃m 是加入位置后的 query 与 key。

因此，RoPE的核心问题并不是“怎么编码位置向量”，而是“如何改造 q̃T
p k̃m 这件事”，

使得这个比较器对位移 ∆ = m− p 有可控的敏感性。所有后续公式都围绕这一点展开。

2.4 RoPE 的基本操作流程

RoPE 在单头上的流程可以概括成四步：

(1) 选择一组频率 θ0, θ1, . . . , θm−1；

(2) 把位置 p 映射成各 band 的相位 ϕi(p) = pθi；

(3) 对 qp, kp 的每个二维 block 施加旋转；
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(4) 用旋转后的 q̃p, k̃m 做内积，得到位置相关注意力分数。

最重要的一点是：RoPE 通常只作用在 q 和 k 上，不作用在 v 上。因为注意力权重由

q-k 比较决定，而 v 负责被加权汇聚的内容本身。如果对 v 也旋转，往往会改变内容表示，

但不直接改善“相对位移进入打分”的结构。

表 1: 本文常用符号表

符号 含义

p,m 两个 token 的位置索引
∆ = m− p 相对位移

dh 单个 head 的维度，要求为偶数
m = dh/2 二维 block（或 band）个数
θi 第 i 个 band 的角频率
ϕi(p) = pθi 位置 p 在第 i 个 band 上的相位
R(ϕ) 二维旋转矩阵

q(i), k(i) 第 i 个二维 block 的 query 与 key
q̃p, k̃m 施加 RoPE 后的位置相关 query 与 key
ℓ(p,m) query 在位置 p 与 key 在位置 m 的单头注意力 logit

3 核心问题

3.1 如何让位置进入 attention

最直接的想法是把位置加到输入上。但 RoPE 采用的是更“靠近比较器”的做法：不
是改输入的加法结构，而是改 query 和 key 的几何朝向。如果把第 i 个 block 看成二维平
面中的一个向量，则位置 p 只做一件事：

q(i)
p 7→ R(pθi)q(i)

p , k(i)
m 7→ R(mθi)k(i)

m .

于是位置不是作为额外坐标加进去，而是作为旋转角度乘进去。

这个想法的优点是，位置直接进入了注意力最核心的双线性比较关系里。你比较两个

token，不是比较“原向量”，而是比较“各自转到对应位置后的向量”。

3.2 如何让打分依赖相对位移

RoPE 的真正关键在下面这个代数恒等式：

(R(pθi)q(i))T(R(mθi)k(i)) = (q(i))TR((m− p)θi)k(i).
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注意，右边只剩下 (m− p)θi，绝对位置 p,m 消失了。因此位置依赖不再分别附着在 query
和 key 上，而是通过相对位移 ∆ = m− p 进入。

更精确地说，RoPE 让“位置项的依赖形式”天然地变成 relative，而不是说整个 logit
只依赖相对位置。因为内容项 q(i), k(i) 仍然来自不同 token。准确表述应为：

RoPE 使位置进入 logit 的方式主要经由相对位移∆.

3.3 如何兼顾近距离分辨率与远距离稳定性

如果只用一个频率 θ，那么 logit 的位置项只是一个单尺度振荡函数：

a cos(∆θ) + b sin(∆θ).

这会遇到经典矛盾：

• θ 大时，小位移很容易被区分，但相位绕得快，长距离会周期性混叠；

• θ 小时，长距离更稳定，但近邻分辨率不够。

RoPE 的策略是同时放很多频率。设第 i 个 band 的贡献是

ci(∆) = ai cos(∆θi) + bi sin(∆θi).

其对位移的局部敏感性满足

∂ci
∂∆

= θi
(
−ai sin(∆θi) + bi cos(∆θi)

)
,

从而 ∣∣∣∣ ∂ci∂∆

∣∣∣∣ ≤ θi

√
a2i + b2i .

所以大频率 band 提供高局部敏感度，小频率 band 提供长程平稳性，多 band 叠加就能形
成“近处精细、远处平滑”的多尺度位置感知。

3.4 如何在低参数与低复杂度下实现

原始 RoPE 几乎不增加可训练参数。频率表通常是固定的，旋转所需只是 cosϕi(p) 和

sinϕi(p) 两个表。对每个二维 block 的计算也只有[
x′
2i

x′
2i+1

]
=

[
cosϕi − sinϕi

sinϕi cosϕi

][
x2i

x2i+1

]
,

即

x′
2i = x2i cosϕi − x2i+1 sinϕi, x′

2i+1 = x2i sinϕi + x2i+1 cosϕi.

所以整体开销与维度线性同阶，和常规 attention管线非常兼容，这也是 RoPE在大模型中
被广泛采用的重要原因。
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4 自由度

4.1 频率表 θi 的选择

RoPE 不是只有一种频率表。最常见的标准选择是

θi = B−2i/dh , B = 10000, i = 0, 1, . . . ,m− 1.

这意味着相邻 band 的频率按几何级数衰减。如果 dh = 8，则 m = 4，频率近似为

θ0 = 1, θ1 = 0.1, θ2 = 0.01, θ3 = 0.001.

这套表既简单，又天然覆盖快慢不同的时间尺度。

但工程上仍有自由度：可以改 B，可以让前几维更快、后几维更慢，也可以用分段或

插值方式重新分配。频率表是“多尺度结构”的直接来源，因此是最重要的自由度之一。

4.2 head 维度与 band 的划分

如果单头维度是 dh，则可旋转的二维块数量是

m =
dh
2
.

这意味着 head 越大，可容纳的 band 越多，多尺度能力越强。例如：

dh = 64 ⇒ m = 32, dh = 128 ⇒ m = 64.

但并不是所有通道都必须旋转。一些实现只对前 drot 维做 RoPE，其中 drot 为偶数，剩余

维度保持不变。这相当于在“纯内容通道”和“位置敏感通道”之间做折中。

但 band 的划分含义很容易被误解。它不是“某个 token 用高频、另一个 token 用低
频”，而是单个 token 的 q, k 表示在一个 head 内部被拆成很多二维 block，每个 block 绑定
一个频率 θi。于是任意一对位置 p,m 做 attention 比较时，所有 band 都会同时参与：

ℓ(p,m) =
1√
dh

m−1∑
i=0

si(p,m), si(p,m) = (q̃(i)
p )Tk̃(i)

m .

因此单个 token 需要携带的不是一个单尺度位置码，而是一整套“位置比较工具箱”：之后
不管它和哪个 token 做内积，模型都能在所有 band 上同时测量相对位移。

4.3 位置尺度与上下文缩放

RoPE 的相位来自
ϕi(p) = pθi.
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如果上下文长度从训练时的 Ltrain 扩到测试时的 Ltest，相位可能增长过快，导致高频 band
快速绕圈。于是常见做法是把 p 换成某个缩放后的 g(p)，例如最简单的线性缩放

g(p) =
p

α
, α > 1,

对应

ϕi(p) = g(p)θi =
pθi
α

.

更一般地，也可以用分段函数、平滑函数或按 band 自适应的函数。本质上，scaled RoPE
不是单一公式，而是一族“修改相位映射 g”的方法。

4.4 RoPE 作用于 q, k 还是其他对象

标准 RoPE 作用于 query 和 key：

q̃p = Rpqp, k̃m = Rmkm.

通常不作用于 value。原因很直接：attention 权重由 q-k 相似度决定，而 value 是被权重
聚合的内容。若对 v 也旋转，则会改变输出内容的坐标系，但不一定改善“相对位移进入

logit”的结构。

当然，也存在一些变体会对更丰富的对象施加旋转或相位变换。但只要目标是“让注

意力打分带上相对位移”，作用于 q 和 k 是最干净的最小方案。

4.5 本质变化与表面变化

把握 RoPE 时，要区分“本质变化”和“表面变化”。

本质变化是：

(1) 把高维 head 显式拆成二维 block；

(2) 每个 block 做位置相关旋转；

(3) 利用旋转的群性质，让位置以差值形式进入内积。

表面变化是：

(1) 频率表选 10000 还是别的底数；

(2) 旋转全部维度还是部分维度；

(3) 相位映射是 p 还是 g(p)；

(4) 具体实现里先缓存 cos/sin 还是在线计算。

理解这一层区分后，就不会把“某种具体缩放实现”误当成 RoPE 本体。
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5 约束

5.1 保持向量长度与几何结构

RoPE 之所以优雅，一个根本原因是它是正交变换。二维旋转矩阵 R(ϕ) 满足

R(ϕ)TR(ϕ) = I2,

因此对任意二维向量 x ∈ R2，都有

‖R(ϕ)x‖2 = ‖x‖2.

放到整个 head上，RoPE对每个二维 block单独正交，所以整个向量的二范数也保持不变：

‖Rpx‖2 = ‖x‖2.

这保证了位置注入不会粗暴地放大或缩小向量长度，而只是改变各 block 的方向。

5.2 相对位移必须进入比较关系

如果一种位置编码方法只是在输入层混入绝对索引，但在打分公式里看不出相对位移，

那么它就没有击中 RoPE 的关键目标。RoPE 的约束是：

ℓ(p,m) 中的位置项应尽量通过 (m− p) 出现。

这是因为模型在泛化到新长度、新偏移时，relative displacement 往往比 absolute index 更
稳定。

更严格地说，我们追求的是

(Rpq)T(Rmk) = qTf(m− p)k

这样的结构。RoPE 选取 f(∆) = R(∆θi) 达成了这一点。

5.3 计算复杂度约束

现代大模型最怕“看起来优雅、算起来昂贵”的方案。RoPE 的一个工程约束是：位置
注入不能把注意力复杂度从 O(L2d) 之外再抬高一个量级。RoPE 满足这一点，因为对每个
token、每个维度只做常数次乘加：

x′
2i = x2i cosϕi − x2i+1 sinϕi, x′

2i+1 = x2i sinϕi + x2i+1 cosϕi.

这和线性层、归一化一样，都是逐 token 逐通道的局部操作。
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5.4 与标准 attention 流水线的兼容性

标准 attention 流水线是

xp

WQ,WK ,WV−−−−−−−→ qp, kp, vp
score−−→ softmax weighted sum−−−−−−−→ output.

RoPE 只是在 qp, kp 与 score 之间加一个旋转层：

qp 7→ q̃p, kp 7→ k̃p.

因此它天然兼容 KV cache、张量并行、混合精度和已有推理框架。这比某些必须重写 at-
tention kernel 的位置方案更容易落地。

5.5 被排除的几类方案

从约束反过来，可以看出哪些方案不适合做 RoPE 式位置编码：

(1) 会显著改变向量范数的非正交映射；

(2) 不能把位置差折叠进比较关系的纯绝对加法方案；

(3) 需要随序列长度线性增长的大量可训练位置参数；

(4) 需要对整个高维向量做复杂稠密矩阵乘法、难以缓存或并行的方案；

(5) 频率过于单一、无法覆盖多尺度需求的方案。

被排除并不等于“完全不能用”，而是说它们不满足 RoPE 试图同时达成的那组目标。

6 坐标系

6.1 绝对位置与相对位置

位置编码方法首先可以按“它更强调绝对还是相对”来划分。

绝对位置方法关心“这个 token 在第几位”，例如

x′
p = xp + ep.

相对位置方法关心“两个 token 相差几步”，例如

ℓ(p,m) =
qT
p km√
dh

+ bm−p.

RoPE 介于二者之间：它在构造时使用绝对索引 p,m，但在比较时通过

R(pθ)TR(mθ) = R((m− p)θ)

把位置依赖转成相对位移。
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6.2 加法型与几何变换型

第二个坐标轴是“加法型”还是“几何变换型”。

加法型方案把位置当作额外向量加到输入里：

x′
p = xp + ep.

几何变换型方案则不增加坐标维度，而是改变原向量的方向、尺度或子空间位置。RoPE属
于典型几何变换型，因为它做的是旋转：

x(i) 7→ R(ϕi(p))x(i).

几何变换型的优势是：可以直接设计“比较器在变换前后如何变化”。

6.3 单尺度与多尺度

若所有位置信号只对应一个尺度，那么模型只能在一种“快慢节奏”上分辨位移。RoPE
用

θ0, θ1, . . . , θm−1

构成多尺度。快 band 负责近邻敏感，慢 band 负责长程稳定。这和只用一个 θ 的单尺度旋

转形成鲜明对比。

一个很直观的比喻是“短尺子”和“长尺子”。高频 band 像短尺子：对 ∆ = 1, 2, 3 这

类小距离变化很快，因而分辨率高；低频 band 像长尺子：在大距离上变化更平缓，因而更
适合作为长程稳定坐标。如果只有一个整体频率，模型就只有一把尺子，不可能同时把近

处的小差别分得很细，又让远处坐标保持平滑。

需要强调的是，多尺度不是把不同 token 分配给不同尺子，而是同一对 token 的相对
距离

∆ = m− p

会被所有 band 同时测量，最后再在同一个 head 的 logit 里耦合成总响应。因此不同 head
的差别，不是“使用哪一个 band”，而是“更依赖哪些 band 的组合”。

6.4 显式解耦与混合耦合

有些位置方案会把所有通道混在一起学一个复杂映射，很难看出每个维度在做什么。

RoPE 则是显式解耦：每两个维度一组，每组一个明确频率。因此整体结构可写成 block-
diagonal：

Rp = blkdiag
(
R(pθ0),R(pθ1), . . . ,R(pθm−1)

)
.

显式解耦带来可解释性和可控性。工程上你能直接问：哪几个 band 太快、哪几个 band 太
慢、要不要缩放 g(p)。
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6.5 RoPE 在位置编码坐标系中的位置

把以上几条坐标轴合起来，RoPE 的位置可以概括为：

表 2: RoPE 在位置编码坐标系中的定位

维度 RoPE 的位置

绝对/相对 构造上用绝对位置，比较上呈现相对位移

加法/几何 几何变换型（二维旋转）

单尺度/多尺度 多尺度（多 band 频率表）
显式/混合 显式 block 解耦
参数量 原始版本几乎零额外可训练参数

复杂度 与标准 attention 高度兼容，逐维常数开销

因此，RoPE 不是简单的 sinusoidal embedding 变体，而是把“位置”从输入层符号变
成了“比较器里的相位差”。这就是它在位置编码坐标系中的独特之处。

图 1: 绝对位置与相对位移示意。RoPE 在构造时知道 p 和 m，但在打分结构里更强调 ∆ = m− p。

7 例子

7.1 单 band 的二维旋转

先看最小非平凡例子：一个二维 block。设

q =

[
q0

q1

]
, k =

[
k0

k1

]
, R(ϕ) =

[
cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

]
.

若 query 在位置 p，key 在位置 m，频率为 θ，则

q̃p = R(pθ)q, k̃m = R(mθ)k.
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把原子项写开：

q̃p =

[
q0 cos(pθ)− q1 sin(pθ)
q0 sin(pθ) + q1 cos(pθ)

]
,

k̃m =

[
k0 cos(mθ)− k1 sin(mθ)

k0 sin(mθ) + k1 cos(mθ)

]
.

于是单 band 分数
s(p,m) = q̃T

p k̃m

可以完全展开为

s(p,m) =
(
q0 cos(pθ)− q1 sin(pθ)

)(
k0 cos(mθ)− k1 sin(mθ)

)
+
(
q0 sin(pθ) + q1 cos(pθ)

)(
k0 sin(mθ) + k1 cos(mθ)

)
.

继续逐项整理：

s(p,m) = q0k0 cos(pθ) cos(mθ)− q0k1 cos(pθ) sin(mθ)

− q1k0 sin(pθ) cos(mθ) + q1k1 sin(pθ) sin(mθ)

+ q0k0 sin(pθ) sin(mθ) + q0k1 sin(pθ) cos(mθ)

+ q1k0 cos(pθ) sin(mθ) + q1k1 cos(pθ) cos(mθ).

把同类项合并，利用

cos a cos b+ sin a sin b = cos(b− a),

sin a cos b− cos a sin b = sin(a− b) = − sin(b− a),

得到

s(p,m) = (q0k0 + q1k1) cos((m− p)θ) + (q1k0 − q0k1) sin((m− p)θ).

这已经把“原子项”压缩为两部分：

(1) 同向内积项 q0k0 + q1k1；

(2) 旋转耦合项 q1k0 − q0k1。

位置只剩 (m− p)θ。

下面给一个数值例子。取

q =

[
2

1

]
, k =

[
1.5

−0.5

]
, θ = 0.2, p = 3, m = 8.

则

pθ = 0.6, mθ = 1.6, (m− p)θ = 1.0.
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先转 query：

q̃p =

[
2 cos 0.6− 1 sin 0.6

2 sin 0.6 + 1 cos 0.6

]
≈

[
2× 0.8253− 1× 0.5646

2× 0.5646 + 1× 0.8253

]
=

[
1.0860

1.9546

]
.

再转 key：

k̃m =

[
1.5 cos 1.6− (−0.5) sin 1.6

1.5 sin 1.6 + (−0.5) cos 1.6

]
≈

[
1.5× (−0.0292) + 0.5× 0.9996

1.5× 0.9996− 0.5× (−0.0292)

]
=

[
0.4560

1.5140

]
.

于是

s(p,m) = 1.0860× 0.4560 + 1.9546× 1.5140 ≈ 3.4544.

若直接用相对位移公式，则

q0k0 + q1k1 = 2× 1.5 + 1× (−0.5) = 2.5,

q1k0 − q0k1 = 1× 1.5− 2× (−0.5) = 2.5,

因此

s(p,m) = 2.5 cos 1.0 + 2.5 sin 1.0 ≈ 2.5× 0.5403 + 2.5× 0.8415 ≈ 3.4544,

与直接旋转后点积完全一致。

图 2: 单 band 的二维旋转图景。位置 p 和 m 分别对应两个旋转角，而比较只看相位差。

7.2 单个 head 的多 band RoPE

令单头维度 dh = 8，则有 m = 4 个二维 band。取标准频率表

θ0 = 1, θ1 = 0.1, θ2 = 0.01, θ3 = 0.001.
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取

q =



1

2

0

1

2

0

1

−1


, k =



2

1

1

0

0

1

−1

2


, p = 2, m = 5.

则相对位移为

∆ = m− p = 3.

第 0 个 band：

q(0) =

[
1

2

]
, k(0) =

[
2

1

]
.

内容系数

a0 = q0k0 + q1k1 = 1× 2 + 2× 1 = 4,

b0 = q1k0 − q0k1 = 2× 2− 1× 1 = 3.

位置角差

∆θ0 = 3× 1 = 3.

所以

s0 = 4 cos 3 + 3 sin 3 ≈ −3.5366.

第 1 个 band：

q(1) =

[
0

1

]
, k(1) =

[
1

0

]
.

于是

a1 = 0× 1 + 1× 0 = 0, b1 = 1× 1− 0× 0 = 1, ∆θ1 = 3× 0.1 = 0.3,

s1 = 0 · cos 0.3 + 1 · sin 0.3 ≈ 0.2955.

第 2 个 band：

q(2) =

[
2

0

]
, k(2) =

[
0

1

]
.

于是

a2 = 2× 0 + 0× 1 = 0, b2 = 0× 0− 2× 1 = −2, ∆θ2 = 3× 0.01 = 0.03,

s2 = 0 · cos 0.03 + (−2) sin 0.03 ≈ −0.0600.
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第 3 个 band：

q(3) =

[
1

−1

]
, k(3) =

[
−1

2

]
.

于是

a3 = 1× (−1) + (−1)× 2 = −3,

b3 = (−1)× (−1)− 1× 2 = −1,

∆θ3 = 3× 0.001 = 0.003,

s3 = −3 cos 0.003− sin 0.003 ≈ −3.0030.

整个 head 的未归一化分数为

shead = s0 + s1 + s2 + s3 ≈ −6.3041.

除以
√
8 后得到标准单头 logit。这个例子很直观地显示出：

• 高频 band（如 θ0 = 1）随位移变化很快；

• 低频 band（如 θ3 = 0.001）几乎只发生缓慢变化；

• 多 band 叠加得到多尺度相对位置表示。

还要特别说明一个常见误解：不是 band 0服务第一个 token、band 1服务第二个 token，
而是同一对位置 (p,m) 会在四个 band 上同时比较，然后加总成一个单头 logit：

ℓhead(∆) =
1√
dh

m−1∑
i=0

si(∆).

因此“高频更局部、低频更稳定”的意思不是它们各自独立输出不同结论，而是它们共同塑

造这个 head的距离响应函数。如果某个 head学到的有效权重更偏向高频 band，则 ℓhead(∆)

在小 ∆ 区域变化更快；如果更偏向低频 band，则同一个总分在大距离上会更平缓、更稳
定。

图 3: 多 band 相位随位置变化示意。高频 band 很快绕圈，低频 band 缓慢变化。
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7.3 长上下文下的 scaled RoPE

长上下文时，原始相位 ϕi(p) = pθi可能过大。例如仍取 dh = 8、θi = {1, 0.1, 0.01, 0.001}，
若相对位移是

∆p = 4096,

则各 band 相位差为

∆p θ0 = 4096, ∆p θ1 = 409.6, ∆p θ2 = 40.96, ∆p θ3 = 4.096.

前两个 band 已经绕很多圈，容易出现强周期混叠。

若用最简单的线性缩放 g(p) = p/8，则相位差变成

∆p

8
θ0 = 512,

∆p

8
θ1 = 51.2,

∆p

8
θ2 = 5.12,

∆p

8
θ3 = 0.512.

可以看到，缩放并没有消除周期性，但明显减慢了相位增长速度，尤其对慢 band 更有利。

这也是 scaled RoPE 的核心思想：

ϕi(p) = g(p)θi

中的 g 不再等于原始 p，而是某种压缩后的坐标。不同变体的差别，基本都体现在 g 的设

计上。

图 4: 长上下文下相位压缩示意。例子中用线性缩放 p 7→ p/8 说明 scaled RoPE 的基本想法。

7.4 近距离与远距离的数值例子

为了说明“近距离分辨率”和“远距离稳定性”的矛盾，先看单 band 函数

f(∆) = cos(∆θ).

若 θ = 1（高频 band），则

f(0) = cos 0 = 1, f(1) = cos 1 ≈ 0.5403, f(2) = cos 2 ≈ −0.4161.
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只差一个 token，数值就明显改变，说明近邻分辨率高。但该 band 的周期长度是

T =
2π

θ
= 2π ≈ 6.283.

所以 ∆ = 0 和 ∆ ≈ 6 的相位已经非常接近，混叠来得很快。

若 θ = 0.01（低频 band），则

f(0) = 1, f(1) = cos 0.01 ≈ 0.99995, f(2) = cos 0.02 ≈ 0.99980.

近邻几乎分不开，但周期长度变成

T =
2π

0.01
≈ 628.3,

长距离更稳定。例如

f(628) = cos(6.28) ≈ 0.999995.

所以单 band 无法同时满足两边需求，多 band 恰好在这里提供折中。

图 5: 单 band 分数随相对位移变化的示意。RoPE 的多 band 版本就是把很多这样的不同频率曲线
叠加起来。

8 反例

8.1 直接加 learned absolute position embedding

设 learned absolute position embedding 为 ep，输入改写成

x′
p = xp + ep.

则

qp = WQ(xp + ep) = WQxp +WQep,

km = WK(xm + em) = WKxm +WKem.
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注意力 logit 展开为

ℓ(p,m) =
1√
dh

(
WQxp +WQep

)T(
WKxm +WKem

)
=

1√
dh

[
(WQxp)

T(WKxm) + (WQxp)
T(WKem)

+ (WQep)T(WKxm) + (WQep)T(WKem)
]
.

这里位置进入了，但并没有自然收缩成 m− p。模型当然可以通过训练“近似学会”某些相

对关系，但公式本身不是 relative-first 的。

8.2 只用单一频率的旋转

若整个 head 只有一个频率 θ，则打分位置项只能写成

ℓ(∆) = a cos(∆θ) + b sin(∆θ).

这种表示太单薄：它只有一个周期长度

T =
2π

θ
,

所以要么在近处分辨率高、远处很快绕圈，要么在远处稳定、近处太平。多尺度问题被压

扁成单尺度问题，因此不能达到 RoPE 的关键目标。

8.3 整体高维稠密大旋转

设某人想在整个 dh-维空间里用一个稠密矩阵 Up ∈ O(dh) 做位置变换：

q̃p = Upq, k̃m = Umk.

则

q̃T
p k̃m = qTUT

p Umk.

若想让位置只通过相对位移进入，就必须要求

UT
p Um = Um−p

或某种等价的群结构。对任意稠密 learned matrix而言，这个约束很强，训练和实现都复杂。
更糟糕的是，稠密混合打破了每个二维 band的显式可解释性，也不再方便预计算 cos / sin。

8.4 为什么这些方法不满足 RoPE 的关键目标

总结起来，上面三类反例的问题分别是：
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(1) learned absolute embedding 不能在公式层面把位置化为相对位移；

(2) 单频旋转没有多尺度；

(3) 稠密大旋转虽然可能很强，但破坏了 RoPE 的简洁、可解和低复杂度。

RoPE 之所以恰到好处，在于它既不是“太弱”，也不是“太重”。它用二维旋转这块最小几
何积木，以极低代价把 relative phase 写进了 attention 比较器里。

9 核心图景

9.1 一句话直觉

一句话直觉是：

RoPE = 给每一对通道挂上一块转速不同的小表盘，位置就是转过的角度。

两个 token 做注意力比较时，真正起作用的不是它们各自表盘的绝对指针位置，而是两个
指针之间的夹角，也就是相位差。

9.2 小表盘与相位差图景

把第 i 个二维 block 想成一个小圆盘。位置 p 把这个圆盘转到角度 pθi，位置 m 把另

一个同频圆盘转到角度 mθi。二者比较时，只看二者差角

(m− p)θi.

这就是“绝对位置转成相对位移”的几何图景。

在这个图景里，二维是关键。因为二维空间恰好能容纳一个连续角度参数，而且旋转

不改变长度。所以 RoPE 不是任意魔法，而是最朴素的平面旋转几何。

9.3 多尺度位置感知的直观解释

若所有小表盘都以同一速度转动，模型只能看到一种尺度的位移。RoPE 的高明之处
是给不同二维 block 不同转速：

θ0 > θ1 > · · · > θm−1.

快表盘对小位移更敏感；慢表盘在长距离上更稳定。模型最终看到的是很多快慢不同的表

盘一起构成的相位指纹。不是“哪个 token 戴高频表盘、哪个 token 戴低频表盘”，而是每
个 token 都带着一整排快慢不同的小表盘；真正做 attention 时，两两 token 会在所有表盘
上同时对表。
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这也是为什么 RoPE 在直觉上非常像“多尺度时钟系统”：同一位置 p 在不同 band 上
对应不同相位，不同位置差 ∆ 则在这组时钟上留下不同的组合痕迹。

10 形式定义

10.1 二维旋转矩阵

定义 10.1 (二维旋转矩阵). 对任意实数角度 ϕ，定义

R(ϕ) =

[
cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

]
.

它满足以下基本性质：

R(ϕ)T = R(−ϕ), R(ϕ1)R(ϕ2) = R(ϕ1 + ϕ2), R(ϕ)TR(ϕ) = I2.

10.2 RoPE 在单个二维 block 上的定义

定义 10.2 (单 block RoPE). 设第 i 个二维 block 的频率为 θi，位置为 p。对任意二维向量

x(i) =

[
x2i

x2i+1

]
,

定义其位置相关表示为

x̃(i)
p = R(pθi)x(i).

写成原子项：

x̃(i)
p =

[
x2i cos(pθi)− x2i+1 sin(pθi)
x2i sin(pθi) + x2i+1 cos(pθi)

]
.

10.3 RoPE 在整个 head 上的 block-diagonal 形式

定义 10.3 (整头 RoPE). 设 dh = 2m。定义位置 p 对应的整头旋转算子为

Rp = blkdiag
(
R(pθ0),R(pθ1), . . . ,R(pθm−1)

)
∈ Rdh×dh .

于是对任意 x ∈ Rdh，定义

x̃p = Rpx.

对 query 和 key，写作

q̃p = Rpqp, k̃m = Rmkm.
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10.4 相对位移进入 attention 的公式

单头 attention logit 定义为

ℓ(p,m) =
q̃T
p k̃m√
dh

.

利用 block 结构展开：

ℓ(p,m) =
1√
dh

m−1∑
i=0

(q̃(i)
p )Tk̃(i)

m .

对每个 block，再利用旋转群性质：

(q̃(i)
p )Tk̃(i)

m = (q(i))TR((m− p)θi)k(i).

若记

q(i) =

[
q2i

q2i+1

]
, k(i) =

[
k2i

k2i+1

]
,

则第 i 个 band 的分数可写成

si(p,m) = (q2ik2i + q2i+1k2i+1) cos((m− p)θi) + (q2i+1k2i − q2ik2i+1) sin((m− p)θi).

因此整个单头 logit 为

ℓ(p,m) =
1√
dh

m−1∑
i=0

[
(q2ik2i + q2i+1k2i+1) cos((m− p)θi) + (q2i+1k2i − q2ik2i+1) sin((m− p)θi)

]
.

这就是 RoPE 最重要的原子项公式。

10.5 定义中每个条件的作用

这个定义里的每个条件都不是装饰，而是有功能的：

(1) dh 为偶数：保证能把 head 拆成二维 block；

(2) 每个 block 一个频率 θi：提供多尺度；

(3) 使用二维旋转矩阵 R(ϕ)：保证长度保持和群性质；

(4) 对 query 与 key 使用同类位置算子 Rp,Rm：保证内积中能出现 R((m− p)θi)；

(5) 不作用于 value：保持“位置主要控制比较关系，而非直接改写汇聚内容”。

注 10.4 (复数写法只是压缩记号). 若定义

zi = q2i + iq2i+1, wi = k2i + ik2i+1,

则单头 logit 也可写成

ℓ(p,m) =
1√
dh

m−1∑
i=0

<
(
ziwi e

i(m−p)θi
)
.

但本讲义更强调实数域二维 block 的原子项展开，因为这更容易看清每个通道在做什么。
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11 基本操作

11.1 构造频率表

最常见的构造是

θi = B−2i/dh , B = 10000.

当 dh = 2m 时，i = 0, . . . ,m− 1。例如 dh = 8 时有

θ0 = 1, θ1 = 0.1, θ2 = 0.01, θ3 = 0.001.

注意，这里 θi 常被代码实现成 inverse frequency，即直接用于乘位置得到相位。

频率表一旦固定，模型的“时间尺度分解”也就固定了。训练能学习的是各 band 上内
容系数 ai, bi 如何配合，而不是频率本身如何重排。

11.2 位置到相位的映射

原始 RoPE 采用
ϕi(p) = pθi.

scaled RoPE 则采用
ϕi(p) = g(p)θi,

其中 g 可能是：

(1) 线性缩放 g(p) = p/α；

(2) 训练长度到推理长度的线性插值；

(3) 分段平滑函数；

(4) 针对不同 band 采用不同缩放率的混合方案。

无论形式多复杂，实质都是在改“位置到相位”的映射，而不是改“二维旋转”这一核心部

件。
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11.3 head 的二维分解

给定 x ∈ Rdh，其二维分解方式是固定的：

x =



x0

x1

x2

x3

· · ·
xdh−2

xdh−1


⇝

([
x0

x1

]
,

[
x2

x3

]
, . . . ,

[
xdh−2

xdh−1

])
.

工程里常用如下伪代码思想：

for each token position p:
for each band i:

x_even = x[2i]
x_odd = x[2i+1]
c = cos(phi_i(p))
s = sin(phi_i(p))
x_rot[2i] = x_even * c - x_odd * s
x_rot[2i+1] = x_even * s + x_odd * c

这正是 RoPE 的实现骨架。

11.4 在 attention logit 中度量距离效应

由于

ℓ(p,m) =
1√
dh

∑
i

ci(∆), ∆ = m− p,

其中

ci(∆) = ai cos(∆θi) + bi sin(∆θi),

所以“距离效应”就是看 ∆ 改变时每个 band 的相位如何变化。尤其可以关注：

(1) ∆ → ∆+ 1 时局部变化有多大；

(2) ∆ 很大时是否出现相位回绕；

(3) 多 band 叠加后是否仍能区分不同距离模式。
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11.5 频率缩放、插值与长上下文扩展

设训练时支持长度 Ltrain，希望推理到更长长度 Ltest。若直接沿用原始 p，则高频相位

增速可能太快。最简单的线性插值想法是把测试位置 p 投到训练位置坐标中：

g(p) = p · Ltrain

Ltest
.

于是

ϕi(p) = θi p
Ltrain

Ltest
.

如果 Ltest > Ltrain，则相位整体变慢。这会牺牲一部分近邻精细度，换取更平滑的长程行

为。因此，长上下文扩展本质上是在

局部分辨率 和 远程稳定性

之间重新分配相位预算。

12 关键引理

12.1 旋转的内积相减性质

引理 12.1 (相对位移折叠). 对任意二维向量 q, k ∈ R2 和任意角度 a, b ∈ R，有

(R(a)q)T(R(b)k) = qTR((b− a))k.

证明. 因为
(R(a)q)T(R(b)k) = qTR(a)TR(b)k.

又由于

R(a)T = R(−a), R(−a)R(b) = R(b− a),

故

(R(a)q)T(R(b)k) = qTR((b− a))k.

证毕。

该引理是 RoPE 的灵魂：它把两个绝对位置 a, b 压缩成了一个差值 b− a。

12.2 旋转保持长度

引理 12.2 (长度保持). 对任意 x = [x1, x2]
T ∈ R2 与任意 ϕ ∈ R，都有

‖R(ϕ)x‖2 = ‖x‖2.
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证明. 先写出旋转后的坐标：

R(ϕ)x =

[
x1 cosϕ− x2 sinϕ

x1 sinϕ+ x2 cosϕ

]
.

于是平方范数为

‖R(ϕ)x‖22 = (x1 cosϕ− x2 sinϕ)2 + (x1 sinϕ+ x2 cosϕ)2

= x2
1 cos2 ϕ− 2x1x2 cosϕ sinϕ+ x2

2 sin2 ϕ

+ x2
1 sin2 ϕ+ 2x1x2 sinϕ cosϕ+ x2

2 cos2 ϕ

= x2
1(cos2 ϕ+ sin2 ϕ) + x2

2(sin2 ϕ+ cos2 ϕ)

+ (−2x1x2 cosϕ sinϕ+ 2x1x2 sinϕ cosϕ)

= x2
1 + x2

2.

因此

‖R(ϕ)x‖2 = ‖x‖2.

证毕。

这个引理保证 RoPE 不会把位置信号变成范数噪声。

12.3 多 band 带来多尺度表示

引理 12.3 (多尺度叠加). 若单头 logit 可写成

ℓ(∆) =
1√
dh

m−1∑
i=0

(
ai cos(∆θi) + bi sin(∆θi)

)
,

且存在不同量级的频率 θi，则 ℓ(∆) 是快慢不同振荡成分的叠加，因此具有多尺度位移敏感

性。

证明. 每一项
ai cos(∆θi) + bi sin(∆θi)

都是频率为 θi 的单尺度谐波。对不同 i，周期长度

Ti =
2π

θi

不同。当 θi 覆盖多个数量级时，ℓ(∆) 由多个不同周期的谐波叠加组成，因此同时包含快变

成分与慢变成分。这正是多尺度表示。

其中重要的一点是：同一对 token 的相对位移 ∆ 并不是只被某一个 band 测量，而是
会在所有 band 上同时进入

ai cos(∆θi) + bi sin(∆θi).

随后这些不同尺度的响应再被加总成单个 logit。所以多 band 的意义不是保留多个彼此独
立的最终输出，而是共同塑造总的距离响应曲线。
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注 12.4 (短尺子与长尺子). 把高频 band 看成短尺子，它对很小的位移差就会发生明显变
化，因而更擅长区分近邻；把低频 band 看成长尺子，它在大距离上变化更平滑，因而更适
合作为长程稳定通道。单个整体频率只有一把尺子，而 RoPE 用许多不同长度的尺子同时
测量同一对 token，这就是多尺度的直观含义。

12.4 二维旋转为何是基本块

引理 12.5 (二维是最小非平凡连续正交块). 在实数域上，若要求位置变换既连续依赖一个
角度参数，又保持欧氏长度，则最小的非平凡块维度是 2。

证明. 在一维实数空间中，正交群只有

O(1) = {1,−1},

它是离散集合，没有连续角度参数，不能表达“位置越往后，相位连续累积”。而在二维空

间中，

SO(2) =

{[
cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ

]
: ϕ ∈ R

}
,

恰好提供一个连续角度参数 ϕ，同时保持长度。故二维是最小非平凡连续正交块。

更高维旋转当然也存在，但它们要么需要更多参数、解释和实现都更复杂，要么在线

性代数上本质上仍可分解成多个二维旋转块（再加上可能的平凡 ±1 块）。因此把“每两维

一组”作为基本单位，正是实数空间里最自然、最省参数、又最容易保持相对位移结构的

做法。

12.5 这些引理分别解决了什么障碍

这几条引理并不是孤立的数学事实，而是分别对应不同工程障碍：

(1) 内积相减性质解决“如何把绝对位置变成相对位移”；

(2) 长度保持解决“位置注入会不会破坏向量几何”；

(3) 多 band 叠加解决“如何兼顾近距离和远距离”；

(4) 二维基本块解决“为什么结构既简单又够用”。

把这四条放在一起，RoPE 的设计就变得非常自然。
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13 核心定理（结构性结论）

13.1 相对位移表示结论

定理 13.1 (相对位移进入 logit). 设 dh = 2m，RoPE频率表为 θ0, . . . , θm−1。则对任意 query
位置 p 与 key 位置 m，单头 logit 可写成

ℓ(p,m) =
1√
dh

m−1∑
i=0

[
ai cos((m− p)θi) + bi sin((m− p)θi)

]
,

其中

ai = q2ik2i + q2i+1k2i+1, bi = q2i+1k2i − q2ik2i+1.

证明. 由整头 block-diagonal 定义可知

ℓ(p,m) =
1√
dh

∑
i

(R(pθi)q(i))T(R(mθi)k(i)).

由引理 12.1 得
(R(pθi)q(i))T(R(mθi)k(i)) = (q(i))TR((m− p)θi)k(i).

再按二维坐标逐项展开，即得结论。

这一定理给出的不是“位置大概会影响打分”，而是一个完全显式的表达式：位置依赖

只出现在 cos((m− p)θi) 与 sin((m− p)θi) 中。

13.2 多尺度表示结论

定理 13.2 (多尺度结论). 若频率集合 {θi} 覆盖多个数量级，则 RoPE logit 是一组不同尺
度位移响应函数的线性叠加。

证明. 由上一定理，logit 是

ℓ(∆) =
1√
dh

∑
i

ci(∆), ci(∆) = ai cos(∆θi) + bi sin(∆θi).

每个 ci 的周期长度为 2π/θi。当 θi 跨多个数量级时，周期长度也跨多个数量级。故 ℓ(∆)包

含快慢不同的位移响应，形成多尺度表示。

这一点解释了 RoPE 为什么比单频旋转稳健得多。
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13.3 二维分解结论

定理 13.3 (二维分解结论). 在实数域与长度保持约束下，RoPE 使用二维 block 是实现连
续相位编码的最小可行结构。

证明. 由引理 12.4，一维正交变换只有 ±1，无法连续编码位置。二维旋转群 SO(2) 则提供

一个连续角度参数，并保持长度。因此二维是最小可行块。

这一定理意味着：RoPE 的“每两维一组”不是随手切的，而是有结构必要性的。

13.4 正交不变量结论

定理 13.4 (正交不变量结论). 对任意位置 p 和任意 x, y ∈ Rdh，整头旋转算子 Rp 满足

‖Rpx‖2 = ‖x‖2, (Rpx)T(Rpy) = xTy.

证明. Rp 是由一组二维正交矩阵组成的 block-diagonal 矩阵，故整体仍为正交矩阵：

RT
pRp = Idh .

于是

‖Rpx‖22 = xTRT
pRpx = xTx = ‖x‖22.

同理

(Rpx)T(Rpy) = xTRT
pRpy = xTy.

证毕。

这个结论说明：若两个向量处在同一位置上一起旋转，它们的夹角与内积保持不变。

RoPE 真正改变的是“跨位置比较”。

13.5 数学等价与工程可用性的区别

注 13.5 (等价不等于同样好实现). 有时不同论文或代码会写出不同符号约定：例如有人使
用 ∆ = p −m，有人使用 ∆ = m − p；有人把正弦项写成 q⊥ · k，但 q⊥ 的定义符号不同。

这些在数学上可能等价，但工程上未必同样清楚、同样好调试。RoPE的工程价值，不只在
于“公式成立”，还在于它可以被写成非常稳定的逐 block 实现。

14 评价标准

14.1 什么算好

对位置编码而言，“好”至少意味着四件事：
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(1) 能稳定区分顺序；

(2) 能让 relative displacement 比较自然地进入模型；

(3) 在训练长度外不过早崩坏；

(4) 参数和算力代价可接受。

RoPE 的好处在于，它在这四点上都给出均衡答案，特别是“relative 进入打分公式”这一
点非常漂亮。

14.2 什么算坏

“坏”的典型表现包括：

(1) 位置只在输入层模糊地混入，没有清晰结构；

(2) 长度扩大后迅速失效；

(3) 参数量、缓存开销或实现复杂度太高；

(4) 近距离和远距离只能顾一头。

如果一个方法只是换了很多符号，最后却没有解决这些问题，那就只是形式变化，不是结

构改进。

14.3 什么算深刻

“深刻”的机制，不只是能用，而且能说明为什么这样设计刚好命中问题本身。RoPE
的深刻之处在于：

• 它把位置从输入层问题变成比较器问题；

• 它把绝对位置差值化；

• 它用二维旋转这个最小几何对象达成目标；

• 它在数学结构与工程成本之间非常平衡。

14.4 什么算无效

若某种“改进”做了大量复杂设计，但最终没有改善 relative position 的表达，也没有
显著提升长上下文稳定性，却让实现、训练、推理更麻烦，那就可以视为无效或至少性价

比很低。
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14.5 RoPE 的工程评价维度

工程上可以从以下维度评价 RoPE 或其变体：

(1) 长度外推：超过训练长度时是否稳定；

(2) 局部分辨率：相邻 token 是否容易区分；

(3) 缓存兼容：是否方便做 KV cache；

(4) 数值稳定：大相位下是否容易退化；

(5) 实现简洁：是否只需逐维旋转和 cos/sin 表。

从这些维度看，原始 RoPE 很强，但 scaled RoPE 往往在长上下文上更实用。

15 流派争论

15.1 RoPE 与其他位置编码机制的比较

从结构上比较：

(1) learned absolute embedding：简单，但更偏 absolute；

(2) sinusoidal additive embedding：无参数，但 relative 不是显式主角；

(3) relative bias / ALiBi 一类：relative 明确，但更像在分数层加偏置；

(4) RoPE：把 relative phase 直接写进 query-key 比较器。

RoPE 相比纯偏置法的优势是几何结构更强，相比纯加法法的优势是 relative depen-
dence 更显式。

15.2 原始 RoPE 与 scaled RoPE

原始 RoPE 指
ϕi(p) = pθi.

scaled RoPE 则泛指
ϕi(p) = g(p)θi

中的 g 6= p。二者争论的焦点不是“谁更正统”，而是“在给定训练长度和推理长度差距下，

哪个更稳”。

应当坦率地说：原始 RoPE并不保证无限长度外推；scaled RoPE也不是免费午餐，它
通常通过压缩相位换取长程稳定，但可能损失局部分辨率。这本质是一个 trade-off。
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15.3 显式解耦与频率混合

原始 RoPE 采用显式二维解耦。一些变体尝试做 band 间混合、学习相位、学习频率、
引入额外调制因子。支持者认为这样表达力更强；反对者认为这会损失 RoPE 原本最宝贵
的可控性与简洁性。

在大模型工程里，一个重要经验是：

可解释、可控、易实现的结构，往往比更复杂但难调的结构更有生命力。

15.4 表达力、外推性与工程可控性的平衡

位置机制没有绝对赢家，只有任务与资源约束下的折中。RoPE之所以流行，是因为它
在三件事之间取得了不错平衡：

(1) 表达力：多尺度 relative phase；

(2) 外推性：比纯 learned absolute 更自然；

(3) 工程可控性：代价低、实现稳定。

很多“RoPE 改进”本质上都在这三角形里重新找平衡点。

16 应用迁移

16.1 语言模型中的应用

在语言模型中，RoPE 的核心价值是：token 的顺序信息直接进入 attention 打分，而
不是仅仅作为输入层提示。这对句法依赖、照应、长句跨越、段落级上下文都很有帮助。尤

其在 decoder-only 架构中，RoPE 与 causal attention 的结合非常自然。

16.2 代码模型中的应用

代码比自然语言更强调相对结构：括号匹配、缩进层级、变量定义与使用距离、调用

栈局部模式等，都很适合 relative-aware的位置机制。RoPE的多尺度特性在这里很有价值：
高速 band 捕捉局部语法，慢速 band 支持更长的引用关系。

16.3 视觉与多模态中的迁移

在视觉模型里，位置不再是一维序列，而可能是二维网格。常见做法是做轴向扩展：对

x 轴和 y 轴分别构造旋转，或者把二维位置拆成多个轴向 phase 后再拼回。多模态中也常
见类似思想，例如文本轴、图像轴、时间轴分别处理。
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需要注意的是：视觉中的相对位置不只是“前后”，还包括“上下左右”。因此一维 RoPE
的思想通常要做轴向推广，而不是直接照搬。

16.4 时间序列中的迁移

时间序列天然适合 RoPE，因为很多序列任务都关注相对滞后、周期、局部模式与长程
趋势。高频 band 可以捕捉短周期与局部突变，低频 band 可以保留慢变化趋势。但如果序
列具有非平稳采样间隔或强外生时间标记，单纯 RoPE 往往还需要与显式时间特征结合。

16.5 RoPE 失效或变差的条件

RoPE 并不是在所有条件下都同样强。常见退化情形包括：

(1) 推理长度远超训练长度，高频 band 相位严重回绕；

(2) 任务需要严格非周期的绝对位置识别；

(3) head 维度太小，band 数量不够；

(4) 位置缩放与训练分布不匹配；

(5) 多轴场景中，位置结构比一维序列复杂得多。

理解这些边界条件，比盲目神化 RoPE 更重要。

17 训练闭环

17.1 能否预测

学会 RoPE 的第一个检验是：能否预测公式形态。如果给你一个新的位置机制，你应
该能问：

它最后进入 logit 时，是绝对位置、相对位移，还是两者混合？

对 RoPE，你应能一眼判断：最终会出现 cos((m− p)θi) 与 sin((m− p)θi)。

17.2 能否举例

第二个检验是：能否自己举出二维与多 band数值例子，并手算出旋转后的坐标、内积
和最终分数。如果只能背定义，不能算出

q̃2i = q2i cosϕi − q2i+1 sinϕi

这种原子项，那就还没有真正掌握。
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17.3 能否反驳

第三个检验是：能否指出反例为什么不行。例如你应能解释：

• learned absolute embedding 为什么不是 clean relative；

• 单频旋转为什么不能多尺度；

• 稠密大旋转为什么工程代价大且不透明。

17.4 能否证明

第四个检验是：能否独立证明最关键的两三条引理。至少应能从头推导出：

(R(a)q)T(R(b)k) = qTR(b− a)k,

以及

‖R(ϕ)x‖2 = ‖x‖2.

这两条证明一旦能自己写出来，RoPE 的骨架就立住了。

17.5 能否应用

第五个检验是：能否把 RoPE 用到具体模型设计中。比如当你面对更长上下文时，是
否知道可以从

ϕi(p) = pθi → ϕi(p) = g(p)θi

这个角度思考，而不是只会机械调参。

17.6 能否教给别人

最后一个检验是：能否把它讲给别人听。如果你能只用一句话解释“RoPE就是每两维
一个小表盘，位置就是转角，attention 比较的是相位差”，再用一页纸把公式推到原子项，
那就说明你已经真正形成了闭环理解。

18 总结

18.1 RoPE 的一句话本质

RoPE 的一句话本质是：

把位置索引变成相位旋转，把绝对位置比较变成相对位移比较。

它不是把位置“加”进去，而是把向量“转”过去。
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18.2 RoPE 的数学核心

数学核心只有三层：

(1) 每两维做一次二维旋转；

(2) 旋转矩阵是正交矩阵，保持长度；

(3) 旋转内积满足
R(a)TR(b) = R(b− a),

因此位置差自然进入 attention logit。

最终单头 logit 的原子项公式是

ℓ(p,m) =
1√
dh

m−1∑
i=0

[
(q2ik2i + q2i+1k2i+1) cos((m− p)θi) + (q2i+1k2i − q2ik2i+1) sin((m− p)θi)

]
.

18.3 RoPE 的工程核心

工程核心也很简洁：

(1) 零或极少额外参数；

(2) 与标准 attention 管线兼容；

(3) 多 band 覆盖多尺度；

(4) 可通过缩放 g(p) 扩展长上下文。

这就是它在大模型里极具生命力的原因。

18.4 后续可展开主题

如果继续往下学，可以展开至少四个方向：

(1) scaled RoPE 的不同相位映射 g(p)；

(2) RoPE 与 ALiBi、relative bias 的系统比较；

(3) 二维/多轴 RoPE 在视觉和多模态中的推广；

(4) 超长上下文中相位回绕、外推失效与补救策略。

最后的记忆钩子： RoPE 不是在 token 上贴位置标签，而是在比较两个 token 时，让它们
的相位差自己说话。
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A 附录：单 band 公式的一次性原子项展开

为了便于查阅，这里把单 band 公式完整地再写一遍。设

q =

[
q0

q1

]
, k =

[
k0

k1

]
, ∆ = m− p.

则

ℓ1-band(p,m) = (R(pθ)q)T(R(mθ)k).

完全展开是

ℓ1-band(p,m) = (q0 cos pθ − q1 sin pθ)(k0 cosmθ − k1 sinmθ)

+ (q0 sin pθ + q1 cos pθ)(k0 sinmθ + k1 cosmθ)

= q0k0 cos pθ cosmθ − q0k1 cos pθ sinmθ

− q1k0 sin pθ cosmθ + q1k1 sin pθ sinmθ

+ q0k0 sin pθ sinmθ + q0k1 sin pθ cosmθ

+ q1k0 cos pθ sinmθ + q1k1 cos pθ cosmθ

= (q0k0 + q1k1)
(
cos pθ cosmθ + sin pθ sinmθ

)
+ (q1k0 − q0k1)

(
cos pθ sinmθ − sin pθ cosmθ

)
= (q0k0 + q1k1) cos((m− p)θ) + (q1k0 − q0k1) sin((m− p)θ).

B 附录：原始 RoPE 与线性缩放 RoPE 的对照

原始 RoPE：
ϕi(p) = pθi.

线性缩放版：

ϕi(p) =
p

α
θi.

于是相对相位差分别为

∆ϕraw
i = (m− p)θi, ∆ϕscaled

i =
m− p

α
θi.

可见缩放并不改变“只依赖位移差”这一结构，它改变的是位移差进入相位的速度。
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